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Résume

Les espaces de configuration consistent en des collections de points deux a deux distincts
dans une variété donnée. Une question importante a leur sujet est celle de I'invariance
homotopique, qui reste ouverte si 'on se restreint aux variétés compactes sans bord
simplement connexes. Dans ce cours, nous verrons comment démontrer cette conjecture
en caractéristique nulle, c’est-a-dire si 1’on considére uniquement les invariants algébro-
topologiques a coefficients réels. Nous considérerons ensuite une généralisation aux
variétés a bord. La preuve fait intervenir des idées de la théorie des opérades, qui sera
introduite a la fin du cours.

Abstract

Configuration spaces consist in collections of pairwise distinct points in a given manifold.
Animportant question about configuration spaces is homotopy invariance, which remains
open when restricted to simply connected closed manifolds. In this course, we will see
how to prove this conjecture in characteristic zero, i.e. if we only consider algebro-
topological invariants with real coefficients. We will then consider a generalization to
manifolds with boundary. The proof involves ideas from the theory of operads, which
will be introduced at the end of the course.

Najib Idrissi. Université de Paris, Sorbonne Université, CNRS, Institut de Mathématiques
de Jussieu-Paris Rive Gauche, F-75013 Paris, France.
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Introduction

Ce document est un résumé du cours donné par 1’auteur au Collége de France en 2020
pour la Fondation Claude-Antoine Peccot. Les vidéos des cours sont disponibles sur le
site du College de France. L'objectif du cours était 1’étude du type d’homotopie réelle
des espaces de configuration des variétés. Nous allons ici introduire le contexte de ce
cours et énoncer les résultats principaux.

Espaces de configuration Soit M un espace topologique fixé et r > 0 un entier. Le
riéme espace de configuration (ordonné) de M consiste en les collections ordonnées de r
points deux a deux distincts dans M. Plus précisément, on pose :

Confp(r) = {(xq, ., X,) € M| Vi # j, x; # x;}.

Ces espaces de configuration sont des objets classiques en topologie algébrique et sont
étudiés depuis les années 1960 [FN62a; FN62b]. Ils apparaissaient déja implicitement
dans les travaux de Hurwitz [Hur91] en 1891 (cf. [Mag74]). Bien qu’initialement intro-
duits dans le cadre de I'étude des groupes de tresses, les espaces de configuration se
sont révélés utiles dans de nombreux contextes, notamment pour définir des invariants
des variétés.

Malgré la simplicité apparente de leur définition, les espaces de configuration sont
des objets intrigants. Une des principales questions a leur sujet est de savoir de quelle
maniere la structure M détermine celle de Conf,,(r). Par exemple, si une variété N peut
étre obtenue a partir d'une variété M en la déformant contintiment, c.-a-d. par une
équivalence d’homotopie, est-ce que les espaces de configuration de N peuvent étre
obtenus a partir de ceux de M en les déformant contintiment ? Posée ainsi, la réponse
a cette question est non : les espaces de configuration de la droite réelle n’ont pas le
méme type d’homotopie que les espaces de configuration d"un singleton (qui sont vides).
Il a longtemps été conjecturé que si I'on se restreignait aux variétés compactes sans
bord, alors la réponse a la question précédente était positive. Apres la découverte d'un
contre-exemple par Longoni et Salvatore [LS05], la conjecture a encore été restreinte
aux variétés compactes sans bord simplement connexes et reste ouverte a ce jour. Une
conjecture analogue sur les espaces de configuration de variétés compactes simplement
connexes a bord est également ouverte.

Dans ce cours, nous allons nous concentrer sur une partie seulement du type d’homoto-
pie : le types d’homotopie rationnelle (ou réelle). L'idée derriere la théorie de I’'homotopie
rationnelle consiste a étudier les espaces topologiques «modulo la torsion ». Elle remonte
aux travaux de Serre [Ser53] et fut développée par Quillen [Qui69] et Sullivan [Sul77].
Pour résumer, on dit que deux espaces ont le méme type d’homotopie rationnelle s’ils
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Introduction

sont reliés par un zigzag d’applications qui induisent des isomorphismes sur les groupes
d’homotopie rationalisés.

Sil'on obtient moins d’informations sur les espaces topologiques dans le cadre de cette
théorie, les objets considérés ont I’avantage d’étre explicitement calculables. En effet, le
type d’homotopie rationnelle d"un espace topologique est, sous de bonnes conditions,
entierement déterminé par une donnée purement algébrique appelée «modele». Un
modele d'un espace X est une algebre différentielle graduée commutative (ADGC) a co-
efficients rationnels qui est quasi-isomorphe a 'ADGC Qp; (X) des formes polynomiales
par morceaux sur X. On peut montrer que deux espaces ont le méme type d’homotopie
rationnelle si et seulement si ils admettent des modeles quasi-isomorphes. Ces modeéles
permettent d’effectuer de nombreux calculs : la cohomologie de ’espace en question et
son cup-produit, ses groupes d’homotopie rationnelle et leur crochet de Whitehead, les
produits de Massey, etc. Dans la théorie de '’homotopie réelle, les coefficients rationnels
sont remplacés par des coefficients réels. Les modeles réels contiennent souvent légere-
ment moins d’information que les modeéles rationnels, mais ils restent suffisants pour les
calculs en général.

Les variétés sans bord sont toutes construites avec les espaces euclidiens R” comme
briques de base. Les cohomologies des espaces de configuration de R” sont connues
depuis les travaux d’Arnold [Arn69]. L'algebre graduée H* (Conf. (1)) possede une
présentation qui reflete le fait que Conf. (r) est obtenu a partir de (R")" en retirant
les (5) diagonales A; = {x € M" | x; = x;} dont les intersections vérifient A; N Ay =
Aji 0 Ay = By N Ay Plus précisément, H” (Confgx (7)) est engendré par des classes w;;
(1 <i+#j<r)dedegrén—1 vérifiant les relations wj; = (—1)”wi]- et,pouri #j #k #1i,
les relations a trois termes souvent appelées «relations d’Arnold » :

W;iWiy + Wi Wy + Wyw;; = 0.

Arnold [Arn69] a montré que H* (Confy2 (7)) est un modele de Confy2 () par un argu-
ment ad-hoc. Cette situation tres particuliére se nomme la formalité : un espace X est
appelé «formel» quand la cohomologie H* (X) est un modéle de X, ce qui a parfois été
formulé comme «le type d’homotopie rationnelle de X est une conséquence formelle de
sa cohomologie ». Ce résultat a été largement généralisé par Kontsevich [Kon99] (voir
aussi Lambrechts et Voli¢ [LV14]) : les espaces Confp. (r) sont formels pour tout n > 2 et

toutr > 0.

Modeéle de Lambrechts-Stanley Le modeéle de Confy. (r) ci-dessus a servi de base
pour élaborer un modéle potentiel des espaces de configuration des variétés compactes
sans bord simplement connexes. Ce dernier est apparu sous diverses formes dans les
travaux de plusieurs auteurs [CT78; Kri9%4; Tot96; BG91; LS04 ; FT04; BMP05; LS08a;
Corl15] (voir la Section 2.1 pour plus de détails). Il est construit de la fagon suivante. Si M
est une variété compacte sans bord simplement connexe de dimension 7, on peut trouver
un modele A de M qui vérifie dualité de Poincaré au niveau des cochaines [LS08b]. Le
modele conjectural de Conf,,(r), noté G, (r) est construit a partir de H* (Conf» (r)) en
rajoutant un facteur A®” et en quotientant par les relations p} (@ w;; = pj (@)w;; (pour
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1 <i#j<r),cequireflete le fait que les deux projections canoniques p;, p; : M" - M
sont égales quand on les restreint a A;;. La différentielle est la somme de la différentielle
induite par celle de A et de I'unique dérivation qui envoie w;; sur la classe de la diagonale,
que l'on note encore A;; € A®" par abus de notation. Ce modele G, (1) est conjecturé étre
un modeéle rationnel de Conf,,(r) [FOT08, Conjecture 9.9]. Comme il ne dépend que de
A, une réponse positive a cette nouvelle conjecture entrainerait une réponse positive a la
conjecture de l'invariance homotopique rationnelle.

Le résultat principal du Chapitre 2, qui provient de l'article [Idr19], est le suivant.

Théoreme A. Soit M une variété compacte lisse sans bord simplement connexe et r > 0 un entier.
Soit A un modéle a dualité de Poincaré de M. LADGC G 4 (r) est un modéle réel de Conf),(r).

Corollaire B. Si deux variétés compactes lisses sans bord simplement connexes ont le méme type
d’homotopie réelle, alors leurs espaces de configuration aussi.

Des résultats similaires ont été obtenus simultanément par Campos et Willwacher
[CW16]. La preuve, qui occupe la majeure partie du Chapitre 2, est une adaptation et une
généralisation de la preuve de Kontsevich mentionnée ci-dessus. L'un des ingrédients
principaux de cette preuve est les complexes de graphes. Les complexes de graphes tels
que nous les utilisons ont été introduits par Kontsevich [Kon93] dans le contexte des
invariants des variétés de dimension 3. Depuis, 1'intérét pour les complexes de graphes
a connu un essor considérable. Pour nous, un de leurs intéréts majeurs est de pouvoir
fournir une résolution (au sens de 1’algebre homologique) des relations d’Arnold. En
effet, 'TADGC des graphes est libre en tant qu’algebre : toute la complexité est intégrée a
la différentielle.

Décrivons rapidement les complexes de graphes. Les graphes que nous utilisons
sont des graphes avec deux types de sommets, les sommets «externes» numérotés
qui représentent des points fixes sur la variété, et les sommets «internes» que l'on ne
peut distinguer qui représentent des points mobiles. Chaque sommet est décoré par un
élément d'un modele de M. La différentielle consiste a contracter les arétes incidentes
aux sommets internes, a appliquer la différentielle aux décorations, et a «découper » les
arétes pour les remplacer par des classes diagonales comme dans G4 (r). Le modele G 4 (1)
est le quotient de ce complexe de graphes par l'idéal des graphes contenant des sommets
internes.

Pour démontrer que les complexes de graphes forment un modele de Conf,, (), nous
utilisons une procédure d’intégration sur toutes les positions possibles des points mobiles.
Pour s’assurer de la convergence de ces intégrales, il est nécessaire de compactifier
les espaces de configuration. Les compactifications que nous considérons, appelées
compactifications de Fulton-MacPherson, sont obtenues en rajoutant un bord a Conf (7).
Ce bord est constitué de configurations virtuelles ot les points sont autorisés a étre
infinitésimalement proches les uns des autres. Les intégrales ci-dessus sont calculées le
long des fibres des projections entre les compactifications qui oublient les points mobiles.
Quand on étend ces projections aux compactifications, les applications obtenues ne sont
pas des submersions mais simplement des fibrés semi-algébriques (SA). On ne peut
donc pas calculer I'intégrale de formes de de Rham le long des fibres de ces projections.
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Pour résoudre cette difficulté, nous utilisons les formes semi-algébriques par morceaux,
dont la théorie a été initiée par Kontsevich et Soibelman [KS00] et développée par Hardt,
Lambrechts, Turchin et Voli¢ [HLTV11].

Le modeéle en complexes de graphes ci-dessus dépend donc d’intégrales, indexés par
les graphes qui n‘ont que des sommets internes. Ces intégrales dépendent a priori de la
structure semi-algébrique de la variété. Deux variétés homotopiquement équivalentes
ne produiront pas nécessairement les mémes intégrales. L'un des points-clés de notre
preuve est de démontrer que ces intégrales s’annulent dans de nombreux cas, ce qu’il
est possible de faire quand la variété est simplement connexe et de dimension au moins
4. Cela permet de déduire 'invariance homotopique (réelle) de nos modéles. Le cas
de la dimension < 3 se traite de maniére complétement différente : les seules variétés
simplement connexes possibles sont des sphéres par la classification des surfaces et la
conjecture de Poincaré (cf. Perelman [Per02; Per03]).

Variétés a bord Dans le Chapitre 3, qui relate principalement les résultats de 1’ar-
ticle [CILW18] (avec Campos, Lambrechts et Willwacher), nous généralisons les résultats
précédents aux variétés a bord. L'un des objectifs principaux de ce chapitre est de fournir
une maniére de reconstituer les espaces de configuration de variétés compliquées a partir
des espaces de configuration de sous-variétés plus simples. Le cas classique est celui
d’une variété du type M Uy M’ obtenue en recollant deux sous-variétés M, M’ le long de
leur bord commun N = oM = oM’ (Figure 3.2). La collection des espaces de configura-
tion Confy g = {Confy g (1)}, forme un monoide a homotopie pres (Figure 3.3), et la
collection Conf,; (resp. Conf, ) forme un module a droite (resp. a gauche) sur Confyy, g a
homotopie prées en choisissant un collier autour de N (Figure 3.4). Le « produit tensoriel
a homotopie preés» Conf), ®%0anxR Confy a le type d’homotopie de Confyy, ap- Cette
procédure permet de calculer les types d’homotopie des espaces de configuration de
maniere inductive.

Apres quelques préliminaires, dans une premiére partie, nous introduirons un modele
des espaces de configuration qui reflete cette structure algébrique de monoide/module.
Nous commencons par introduire des compactifications de Confy g et Conf),, similaires
aux compactifications de Fulton-MacPherson. Ces compactifications forment respec-
tivement un monoide et un module strict, et elles permettent de plus de calculer les
intégrales le long des fibres des projections. Comme dans le Chapitre 2, nous définissons
des modeéles de ces compactifications basés sur des complexes de graphes. Ces modeéles
sont formés par des combinaisons linéaires de graphes dirigés dont les sommets sont
décorés par un modele de la paire (M, dM) qui vérifie la dualité de Poincaré-Lefschetz
au niveau des cochaines. La structure de monoide/module est donnée, sur les complexes
de graphes, par les opérations qui consistent a partitionner les graphes en deux parties
et a remplacer les arétes coupées par des décorations appropriées.

Ces modeles dépendent également d’intégrales. Nous pouvons montrer que les in-
tégrales qui servent a définir le modele de Confy;, g s’annulent toujours & homotopie
prés, ce qui est cohérent avec d’autres résultats qui montrent que le type d’homotopie de
Confyr g Ne dépend probablement que de celui de N (voir par exemple Raptis et Salvatore
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[RS18]). Pour le modele de M, nous avons besoin de conditions supplémentaires sur la
dimension et la connexité de M, comme dans le Chapitre 2.

Théoreme C. Soit M une variété compacte de bord N. Les modéles en complexes de graphes du
Chapitre 3 sont des modéles réels de Conf g et Confy, qui sont compatibles avec les structures
algébriques de monoide/module.

Corollaire D. Soit M une variété compacte de bord N. Le type d"homotopie réelle de Conf ;. , en
tant que monoide dans les collections d’espaces topologiques, ne dépend que du type d’homotopie
réelle de N. Si M est simplement connexe et dim M > 4, alors le type d’homotopie réelle de
Conf),,, en tant que module a droite sur Confyr g dans les collections d’espaces topologiques, ne
dépend que du type d’homotopie réelle de la paire (M, N).

Sil’on rajoute I’hypothese que le bord de M est simplement connexe, alors en dimension
< 3 les seules variétés possibles sont des disques — par la conjecture de Poincaré et la
classification des surfaces — et la conclusion du corollaire ci-dessus devient vraie en toute
dimension.

Dans une seconde partie, nous introduirons un autre modele de Conf,,; qui est défini
de fagon analogue au modele Gp du Chapitre 2. Soit M une variété compacte a bord.
Nous commengons par montrer qu'il existe un modele de la paire (M, M) qui vérifie
strictement la dualité de Poincaré-Lefschetz au niveau des cochaines si M et dM sont
simplement connexes et dim M > 7. Nous définissons ensuite une ADGC Gp de facon
analogue au cas sans bord. Si oM = @, cette ADGC est identique a celle du Chapitre 2.
Supposons que M et M sont simplement connexes. En réutilisant des arguments de
Lambrechts et Stanley [LS08a] et Cordova Bulens, Lambrechts et Stanley [CLS18], nous
montrons que la cohomologie de Gp(r) est isomorphe a la cohomologie rationnelle de
Confy, (1) en tant que représentation graduée du groupe symétrique %,.

Cette ADGC n’est cependant pas toujours un modele de Conf,;, comme nous pouvons
le constater heuristiquement sur des exemples simples (p.ex. M = S x [0,1]). Nous
définissons alors une ADGC «perturbé » Gp qui est isomorphe a Gp en tant que complexe
de cochaines mais pas en tant quUADGC. Cette terminologie vient du fait que les parties
de plus haut poids dans les relations de Gp, sont les relations de Gp. Dans de nombreux
cas (p.ex. si M est obtenue en épointant une variété compacte sans bord), G, et Gp sont
égales. Nous pouvons montrer, en utilisant les résultats de la premiére partie, que Gp est
un modeéle de Conf,,; sous conditions :

Théoreme E. Soit M une variété compacte lisse simplement connexe a bord simplement connexe
de dimension au moins 5 et supposons que M admet un modeéle a dualité de Poincaré—Lefschetz P.
Pour tout r > 0, 'ADGC Gp (r) est un modéle réel de Confy(r). Le méme résultat est valable si
dimM e {4,5,6} avec P = H* (M).

Les résultats ci-dessus ne donnent pas beaucoup d’informations en basse dimension :
le modéle du Théoréme C dépend d’intégrales que 1’'on ne sait pas toujours calculer, et le
Théoréme E ne s’applique pas. Dans 'article [CIW19], avec Campos et Willwacher, nous
fournissons un modéle pour les espaces de configuration des surfaces orientées par des
méthodes assez différentes.
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Opérades Les preuves des résultats qui précedent font appel a des idées qui pro-
viennent de la théorie des opérades, et les résultats eux-mémes sont compatibles avec les
structures opéradiques qui existent sur les espaces de configuration.

Brievement, une opérade est un objet combinatoire qui encode une catégorie d’algebres.
Initialement introduites a la fin des années 1960 en topologie algébrique pour étudier les
espaces de lacets itérés, les opérades ont depuis trouvées de nombreuses applications
dans plusieurs domaines des mathématiques. Nous renvoyons a la Section 4.2 pour plus
de détails.

Le lien entre les espaces de configuration et les opérades peut s’expliquer de la ma-
niére suivante. Pour des raisons techniques, nous allons désormais nous restreindre aux
variétés parallélisées, c.-a-d. dont I'espace tangent est un fibré trivialisé. Considérons
une version «épaissie» des espaces de configuration, ot1 les points sont remplacés par
des disques plongés, d’intérieurs deux a deux disjoints, et qui respectent la parallélisa-
tion en un certain sens. Les espaces de ces configurations de disques, noté D,,(r) pour
une variété parallélisée M et k > 0, sont homotopiquement équivalents aux espaces de
configuration Conf,,(r). L'équivalence d’homotopie Dy, (r) — Conf,,(r) est 'application
qui envoie une configuration de disques sur la configuration de points donnés par les
centres des disques.

Ces espaces de configuration de disques ont une structure supplémentaire qui n’appa-
rait pas directement sur les espaces de configuration. Si l’on considere le disque unité
D", alors la collection des espaces D,, := Dpn = {Dpn ()} a la structure d’une opérade.
Etant donnée deux configurations ¢ = (cq,...,c,) €D, (r) etd = (dy,...,d;) €D, (s), ol
les ¢;,d; : D" < D" sont des plongements parallélisés, on peut définir de nouvelles
configurations c o; d € D,,(r + 5 — 1) (pour 1 < i < r) en utilisant la composition des
plongements (Figure 4.1) :

Cc Oid = (Cl,...,ci_l,ci Odl,...,ci odS’Ci+1""’cV) e Dn(r + s — 1)

Ces applications de composition o; vérifient des propriétés d’associativité, d'unité et
d’équivariance par rapport aux actions des groupes symétriques. De maniere similaire,
si M est une variété parallélisée, alors la collection D, a la structure d"un module a droite
sur l'opérade D,,. En effet, sic € D,,(r) etd € D, (s) sont deux configurations, on peut
définir de nouvelles configurations c o; d (1 < i < r) par une formule analogue a la
précédente. Ces opérations vérifient également des propriétés d’associativité, d"unité et
d’équivariance.

La preuve de Kontsevich [Kon99] (voir aussi [LV14]) de la formalité des espaces
Confgru(r) = Confpn.(r) = D, (r) allait en fait encore plus loin que la simple formalité
des espaces eux-mémes. Elle permet de montrer qu’en fait I'opérade D,, est formelle :
la cohomologie H*(D,,), qui forme une coopérade de Hopf (c.-a-d. une coopérade dans
la catégorie des ADGC), est un modele de l'opérade D,,. La formalité de 'opérade a
des conséquences profondes, par exemple la conjecture de Deligne [KS00; MS02] ou la
quantification des variétés de Poisson [Kon99; Tam98; Kon03].

Dans le Chapitre 4, apres avoir introduit la théorie des opérades, nous expliquerons
comment les résultats des chapitres précédents interagissent avec les structures opérades
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mentionnées ci-dessus. Nous montrerons aussi que nos modeles (en complexes de
graphes ou a la Lambrechts-Stanley) ont des structures algébriques qui refletent ces
structures opéradiques, et que nos preuves sont compatibles avec toutes ces structures.
Nous conclurons par un exemple d’application au calcul de I'homologie de factorisation.

Plan du cours Ces notes de cours sont divisées en quatre chapitres (qui ne corres-
pondent pas exactement au découpage en quatre legons du Cours Peccot).

— Dans le Chapitre 1, nous introduirons plus précisément les espaces de configura-
tion. Nous listerons quelques unes de leurs applications et nous présenterons la
conjecture de I'invariance homotopique. Nous ferons également quelques rappels
sur la théorie de 'homotopie rationnelle. Enfin, nous étudierons le cas basique des
espaces de configuration des espaces euclidiens.

— Dans le Chapitre 2, nous présenterons le modele conjecturé par Lambrechts et
Stanley. Nous démontrerons leur conjecture sur R pour une grande classe de
variétés compactes sans bord. Pour ce faire, nous introduirons la compactification
de Fulton—-MacPherson des espaces de configuration, ainsi que la théorie des formes
semi-algébriques par morceaux. Nous expliquerons comment les complexes de
graphes interviennent dans la preuve. Ce résultat aura pour corollaire I'invariance
homotopique réelle des espaces de configuration.

— Dans le Chapitre 3, nous étendrons les résultats du Chapitre 2 aux variétés a bord.
Nous commencerons par la motivation, a savoir le calcul du type d’homotopie des
espaces de configuration «par récurrence », c.-a-d. en reconstruisant les espaces
de configuration de grosses variétés a ’aide d’espaces de configuration de sous-
variétés plus petites recollées le long de leurs bords. Nous présenterons ensuite
deux modéles, un premier qui se porte bien a ce calcul par récurrence, et un second
inspiré par le modele de Lambrechts-Stanley.

— Dans le Chapitre 4, nous introduirons la théorie des opérades. Nous expliquerons
comment les espaces de configuration (compactifiés) de R"” forment une opérade
et comment ceux d"une variété compacte sans bord parallélisée forment un module
a droite sur cette opérade. Nous conclurons par une application au calcul de
I’'homologie de factorisation.

Remerciements Je remercie le College de France et la Fondation Claude-Antoine
Peccot pour cet honneur et cette opportunité unique.

Une bonne partie des résultats exposés durant ce cours sont issus de ma theése de
doctorat, et je remercie mon directeur de these, Benoit Fresse, pour son soutien et ses
conseils. Certains des résultats présentés ici ont été obtenus conjointement avec d’autres
chercheurs : Ricardo Campos, Julien Ducoulombier, Pascal Lambrechts et Thomas Will-
wacher. Je suis ravi d’avoir eu la chance de travailler avec eux. Je voudrais également
remercier Muriel Livernet pour son soutien.
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1 Espaces de configuration de variétés

1.1 Espaces de configuration

Définition 1.1.1. Soit M un espace topologique et r > 0 un entier. Le rieme espace de
configuration (ordonné) de M est le sous-espace de M" donné par :

Confpy(r) := {(xy,...,x,) EM" | Vi #], x; # x]-}. (1.1.2)

Fic. 1.1 : Un élément de Confy, (4), out X, est la surface orientée de genre 2.

Ces espaces apparaissent dans de nombreux contextes. On peut notamment citer :

Exemple 1.1.3. Le groupe de tresses pures a r brins PB, est le groupe fondamental de
'espace de configuration de r points dans le plan : PB, = 7; (ConfR2()). Il y a une action
évidente du groupe symétrique X, sur Confy2(r), et le groupe de tresse «standard » B,
est le groupe fondamental du quotient : B, = 71; (ConfR2(1)/%,), cf. Figure 1.2.

Ces espaces sont des espaces d’Eilenberg-MacLane de type K (7, 1). On peut donc par
exemple calculer la (co)homologie du groupe de tresses en calculant la (co)homologie
des espaces de configuration du plan. On peut également définir les groupes de tresses
des surfaces comme les groupes fondamentaux des espaces de configuration des surfaces
et obtenir des calculs similaires.

Exemple 1.1.4. Les espaces de lacets et les espaces de modules de courbes complexes. Ces
applications sont liées a la théorie des opérades, voir le Chapitre 4.
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1 Espaces de configuration de variétés

Fic. 1.2 : Tresse vue comme un chemin dans Confo.

Exemple 1.1.5. Le calcul des plongements de Goodwillie et Weiss [GW99] (voir p.ex.
Boavida de Brito et Weiss [BW18] pour le lien avec les espaces de configuration). L'objet
de ce calcul est I'espace des plongements Emb(M, N) entre deux variétés fixées. Un
plongement f : M = N est en particulier injectif et induit donc une suite d’applications

fi : Confyy (k) — Confar(k), (xq,...,x5) = (f(xq), ..., f(xL) (1.1.6)

qui sont toutes «compatibles» entre elles en un sens précis. Dans le calcul des plonge-
ments, l'espace Emb(M, N) est approximé a 1’aide de suites similaires d’applications
fr : Confy (k) — Confy (k) qui sont compatibles «a homotopie pres». Sous de bonnes
conditions (notamment dim N — dim M > 3) ce processus permet de retrouver le type
d’homotopie de l'espace Emb(M, N). Plus précisément, les espaces de configuration
Conf,,; ne permettent que de retrouver le type d’homotopie de 1'espace des plongements
parallélisés Emb'™ (M, N) entre deux variétés parallélisées. Pour retrouver le type d’homo-
topie de Emb (M, N), il faut utiliser des espaces de configuration a repere, cf. Section 4.3.2.

Exemple 1.1.7. La cohomologie de Gelfand-Fuks H’_,(I'.(M, TM)) est un invariant qui
apparait dans I'étude des classes caractéristiques des foliations (cf. Morita [Mor01]).
Cohen et Taylor [CT78] ont construit une suite spectrale dont la page E? s’exprime a
'aide de la cohomologie des espaces de configuration (décorés) de M et qui converge
vers la cohomologie de Gelfand-Fuks de M.

Exemple 1.1.8 (Snaith [Sna74]). L'espace des fonctions a support compact Mapc(]Rd, -)

se scinde stablement en termes de suspensions d’espaces de configuration de R? décorés.
Plus précisément, si X est une variété compacte a bord, alors il y a une équivalence
d’homotopie stable (c.-a-d. une application qui induit un isomorphisme sur chaque
groupes d’homotopie apres avoir appliqué le foncteur «suspension » suffisamment de
fois) entre Map et le bouquet des espaces de configurations de R¥ décorés par X :

Map (R?, 24(X/9X)) = \/ Confra(n; X). (1.1.9)

n>0

10
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1.1 Espaces de configuration

R e " Z—MCN

Fic. 1.3 : Calcul des plongements : on approxime Emb (M, N) par des applications entre
espaces de configuration avec des relations de compatibilité et on considére la
limite quand le nombre de points tend vers l'infini, ce qui permet de retrouver
la «forme» de la variété plongée.

Exemple 1.1.10. En mécanique, les espaces de configuration tels que présentés ci-dessus
sont un cas particulier de la notion plus générale d’espace de configuration d'un systeme
physique (dans le cas ot1 le systéme se compose simplement de particules discretes).

Exemple 1.1.11 (Planification de trajets). Supposons que 1’'on se donne un ensemble
de robots dans un espace M dirigés par un ordinateur central, et que I'on souhaite
déplacer tous les robots en méme temps depuis une position de départ vers une position
d’arrivée. Les robots ne pouvant pas occuper le méme espace en méme temps, il s’agit
donc essentiellement de trouver un chemin dans 1’espace de configuration Conf,;(r), ot 7
estle nombre de robots. Plus précisément, sil'on note PConf,,(r) = Map([0, 1], Conf,, (7))
I'espace de tous les chemins possibles dans Conf,;(r) et que 'on note

p : PConfy,(r) — Confy(r) x Confys(r), v — (7(0),7(1)), (1.1.12)

il s’agit de trouver une section de p. A moins que Conf,,(r) soit contractile — ce qui est
que rarement le cas — une telle section ne peut étre continue. Cependant, il existe un
invariant homotopique, la complexité topologique, qui permettra de trouver le nombre
minimal de domaines de continuité pour une telle section (cf. Farber [Far03]).

*D e+ e
> Q&

Fic. 1.4 : Planification de trajet : comment trouver des chemins qui ne s’intersectent pas
et qui dépendent continiment des positions de départ de tous les points?

11
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1 Espaces de configuration de variétés

1.2 Invariance homotopique

Dans toutes ces applications, connaitre le type d’homotopie de Conf,,(r) est crucial.
Rappelons ce que 'on entend par «type d’homotopie».

Définition 1.2.1. Deux applicationsf, g : A — X sont homotopes s’il existe une application
H:Ax[0,1] - X telle que H(—,0) = fet H(—,1) = g. Onnote alors f =~ g.

Définition 1.2.2. Une application f : A — X est une équivalence d’homotopie s’il existe
une applicationg : X —» Atellequef o g ~ idy et g of =~ id,. Si une telle équivalence
d’homotopie existe, on dit que A et X ont le méme type d’homotopie, ou encore que A et X
sont homotopiquement équivalents.

Exemple 1.2.3. On voit par exemple que R a le méme type d’homotopie qu'un singleton.
Soitf : {0} —» R l'inclusionetg : R — {0} l'application constante. Alors g o f = idg,, et
H : (x,t) — tx est une homotopie entre f o g et idp.

Considérons maintenant les espaces de configuration. Il est clair que deux espaces
homéomorphes ont des espaces de configuration homéomorphes. Une question trés
naturelle est la suivante : si deux espaces sont homotopiquement équivalents, est-ce
que leurs espaces de configuration le sont? Ce n’est pas une question facile : dans la
définition, rien n'indique qu'une équivalence d’homotopie est injective. Il n’est donc
méme pas évident de construire une application entre les espaces de configuration
d’espaces homotopiquement équivalents.

En fait, 'Exemple 1.2.3 permet immédiatement de donner une réponse négative a cette
question. En effet, Conf 0y(2) est vide, alors que Confy (2) ne l'est pas; ces deux espaces
ne sont donc pas homotopiquement équivalents.

La plupart des applications ci-dessus concernent les espaces de configuration de variétés.
Parmi les variétés, les variétés compactes sans bord se comportent généralement mieux
que les autres et il existe un contre-exemple immédiat dans le cas abord : [0, 1] =~ {0} mais
Confg 17(r) # Confyg, (r). Il pourrait donc étre tentant de penser que si I'on se restreint
aux variétés compactes sans bord, alors la réponse a la conjecture pourrait étre positive.

La conjecture est vraie jusqu’en dimension 2 pour des raisons triviales. En effet, si
deux variétés compactes sans bord M et N de dimension < 2 sont homotopiquement
équivalentes, alors elles sont homéomorphes : c’est évident en dimension 0, il n’existe
qu’une seule variété compacte sans bord en dimension 1, et en dimension 2 cela résulte
de la classification des surfaces. Sous ces conditions, les espaces de configuration sont
donc homéomorphes et donc en particulier homotopiquement équivalents.

Plusieurs résultats laissaient penser que cette conjecture pouvait étre vraie en dimen-
sion plus grande. Des résultats de Bodigheimer, Cohen et Taylor [BCT89] et Bendersky
et Gitler [BG91] montrent que ’homologie de Conf,,(r) ne dépend que du type d’homo-
topie de M (sous certaines hypotheses de dimension et/ou de caractéristique du corps
de base). Levitt [Lev95] a montré que 1'espace des lacets ()Conf,,(r) est un invariant
d’homotopie, donc en particulier les groupes d’homotopie de Conf,(r) ne dépendent que
du type d’homotopie de M. Aouina et Klein [ AK04] ont montré que le type d’homotopie
stable de Conf,,(r) est aussi un invariant d’homotopie.

12
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1.2 Invariance homotopique

Un contre-exemple a la conjecture a cependant été trouvé il y a quelques années :

Théoréme 1.2.4 (Longoni et Salvatore [LS05]). II existe deux variétés compactes sans bord
L y et L, 5 de dimension 3 qui ont le méme type d’homotopie mais dont les espaces de configuration
n'ont pas le méme type d’homotopie.

Le contre-exemple en question est donné par des espaces lenticulaires. Voyons S3
comme la sphére unité de C? et notons ¢ = ¢*”"/P. On peut alors définir une action du
groupe cyclique Z/pZ sur S® par (z,z') = ({z,{Z"). Cette action est libre si p et g sont
premiers entre eux. Le quotient L, ., appelé espace lenticulaire, est donc encore une
variété de dimension 3 dans ce cas.

Exemple 1.2.5. L'espace L, ; est I'espace projectif réel RP3.

On peut également voir L, , comme un quotient de la boule D3, voir la Figure 1.5.

Commengons par découper son bord dD> = S2 en 2p triangle : la moitié des triangles
partent du pole nord, I'autre moitié du pdle sud, et ils se rejoignent par paires a 1’équateur
(qui est lui méme découpé en p segment). On identifie ensuite le triangle i du nord avec
le triangle i + g du sud pour obtenir L,, ,

Fic. 1.5 : Triangles identifiés dans oD3 = §2 pour donner L5 3

La preuve de Longoni et Salvatore fait appel aux produits de Massey.

Définition 1.2.6. Soit X un espace topologique et [«], [B], € H” (X) trois classes
telles que [¢ — B] = 0 = [B — 7]. Le produit de Massey ([zx] [B], [7]) est la classe
Ay — (=D¥au], otdd = a — Betdu = B — 7. Ce produit est blen défini modulo
I'idéal [a] - H*(X) + H*(X) - [y] € H*(X).

Longoni et Salvatore ont montré que le revétement universel de Conf; __ (r) a le type

d’homotopie de (S?)V® v S3. On peut donc en déduire par un calcul simple que tous
ses produits de Massey sont nuls. Ils ont d’autre part trouvé un produit de Massey non
trivial dans le revétement universel de Conf; __ (2). Ces deux espaces de configuration ne
peuvent donc pas avoir le méme type d’homotople ce qui permet de conclure.

Les espaces lenticulaires ne sont pas simplement connexes : il existe des lacets que
I'on ne peut pas contracter en un point. Plus précisément, leur groupe fondamental est

13
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1ty (Ly, ;) = Z/pZ (voir Section 1.3 pour la définition de 77, ). La conjecture suivante reste
donc ouverte :

Conjecture 1.2.7. Soit M et N deux variétés compactes sans bord simplement connexes. Si M et
N ont le méme type d’homotopie, alors Conf;(r) et Confy; () ont le méme type d’homotopie pour
tout r.

Remarque 1.2.8. Deux variétés compactes sans bord simplement connexes ont le méme
type d’homotopie si et seulement si elles ont le méme type d’homotopie simple. Une
conjecture plus générale dirait que si deux variétés compactes sans bord ont le méme
type d’homotopie simple, alors leurs espaces de configuration aussi.

1.3 Théorie de ’homotopie rationnelle

Dans ce cours, nous allons nous concentrer sur la théorie de ’homotopie rationnelle,
et plus tard réelle. En schématisant, cela consiste a étudier le type d’homotopie d"un
espace topologique «modulo la torsion ». Cette théorie perd une quantité non-négligeable
d’information au sujet des espaces topologiques, mais elle a I’avantage indéniable d’étre
calculable : le type d’homotopie rationnelle d"un espace est complétement décrit par un
«modele» algébrique.

Pour motiver les définitions suivantes, commengons par quelques rappels.

Définition 1.3.1. Soit X un espace topologique. On définit 77, (X) comme I'ensemble des
composantes connexes par arcs de X. Soit n > 1 est un entier et x; € X est un point base.
On définit 7T, (X, xy) comme 1’ensemble des classes d’homotopie d’application pointées
(S", %) = (X, xy). Cet ensemble forme un groupe via la concaténation des chemins, qui
est abélien sin > 2.

Définition 1.3.2. Une équivalence d’homotopie faible est une application f : X — Y si 71 (f)
est une bijection et pour tout x € X, 7, (f, x) est un isomorphisme. On dit alors que X et
Y ont le méme type d’homotopie faible et on note X =~ Y.

On notera généralement les équivalences d’homotopie faible par le symbole ~ au-
dessus de la fleche, par exemple f : X — Y.

Remarque 1.3.3. Une équivalence d’homotopie est toujours une équivalence d’homo-
topie faible. La réciproque est fausse : une équivalence d’homotopie faible n’est pas
nécessairement inversible a homotopie preés. Pour obtenir une relation d’équivalence
dans la définition précédente, il est donc nécessaire de considérer des zigzags d’équiva-
lences faibles. On dit donc plus généralement que deux espaces X et Y ont le méme type
d’homotopie s’il existe un diagramme de la forme :

XX, SX, <. 5. (1.3.4)

Théoréme 1.3.5 (Whitehead [Whi49]). Si X et Y sont deux complexes CW, alors ils ont le
méme type d’homotopie si et seulement s’ils ont le méme type d homotopie faible.

14
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1.3 Théorie de I'homotopie rationnelle

Définition 1.3.6. Un espace X est simplement connexe s’il est connexe par arcs et si
111 (X) = 0 (pour n'importe quel point base).

Désormais, nous allons nous concentrer sur les espaces simplement connexes.

Remarque 1.3.7. Tout ce qui suit peut se faire dans un cadre plus général. La théorie
«classique » s’applique aux espaces nilpotents de type fini, voir Sullivan [Sul77] pour les
fondations ou Félix, Halperin et Thomas [FHTO01] pour un texte de référence. Depuis
peu, la théorie a été étendue aux espaces connexes par arcs (Félix, Halperin et Thomas
[FHT15]).

Dans ces notes, nous nous concentrons sur les espaces simplement connexes car les
théorémes sont plus simples a énoncer et nos applications se situent dans ce cadre.
Notons que dans ce cadre, il n’est plus nécessaire de se préoccuper des points base.

En s’inspirant de la Définition 1.3.2, on obtient la définition suivante qui fonde la
théorie de ’homotopie rationnelle :

Définition 1.3.8. Soit X et Y deux espaces simplement connexes et de type fini. Une
équivalence (d"homotopie) rationnelle est une application f : X — Y tell que 7, (f) ®, Q est
un isomorphisme pour tout 7 > 2. On dit alors que X et Y ont le méme type d"homotopie
rationnelle et on note X ~¢ Y.

Remarque 1.3.9. Comme pour les équivalences faibles, il faut en général considérer des
zigzags de telles applications.

Remarque 1.3.10. Soit X et Y deux espaces simplement connexes de type finietf : X — Y
une application. Alors f est une équivalence rationnelle si et seulement si H, (f; Q) est un
isomorphisme, si et seulement si H* (f; Q) est un isomorphisme.

En revenant aux espaces de configuration, on peut énoncer la conjecture suivante, voir
par exemple Félix, Halperin et Thomas [FHT01, Section 39, Problem 8] :

Conjecture 1.3.11. Soit M et N deux variétés compactes sans bord simplement connexes. Si
M =0 N alors Conf,,(r) o) Confy () pour tout v > 0.

Remarque 1.3.12. Méme si la Conjecture 1.2.7 s’avérait étre vraie, cela ne résoudrait pas
automatiquement la Conjecture 1.3.11. En effet, la conclusion de la seconde conjecture
(Confy(r) =g Confy(r)) est plus faible que celle de la premiere, mais son hypothese
(M =g N) est plus faible aussi.

Passons maintenant a la partie algébrique de la théorie de ’homotopie rationnelle,
ce qui nous permettra de raffiner la conjecture ci-dessus. L'idée fondatrice de Sullivan
[Sul77] est que le type d’homotopie rationnelle d"un espace (simplement connexe de
type fini) est encodé par une donnée purement algébrique, a savoir une certaine algebre
différentielle-graduée commutative.

Remarque 1.3.13. 1l existe une théorie due a Quillen [Qui69] qui encode les types d'ho-
motopie rationnelles via des algebres de Lie différentielles-graduées. Cette théorie est,
en un certain sens, duale — de Koszul — a celle de Sullivan.

15
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Définition 1.3.14. Une algébre différentielle graduée commutative (ADGC) est un complexe
de cochaines A = {A"}, -, avec une différentielle d : A" — A™1 une unité 1 € A% et
un produit A ® A — A qui est unitaire, associatif et gradué-commutatif. Si V est un
complexe de cochaines, on note S(V) 'ADGC libre sur V.

Définition 1.3.15. Un quasi-isomorphisme d’ADGC est un morphisme d’ADGC qui induit
un isomorphisme en cohomologie. Si deux ADGC A et B sont quasi-isomorphes, on note
A ~ B.

Exemple 1.3.16. Une algebre classique est une ADGC concentrée en degré zéro. La coho-
mologie d"un espace topologique est une ADGC dont la différentielle est nulle.

Nous allons maintenant définir ’'ADGC des formes polynomiales par morceaux sur un
espace topologique. La définition est similaire a la définition de la cohomologie singuliere.
On commence par définir d’abord les formes sur le simplexe A" (cf. Figure 1.6). Une
forme sur un espace X est ensuite définie en considérant toutes les manieres d’envoyer le
simplexe dans X.

Définition 1.3.17. Le simplexe standard A" est 1’espace topologique donné par :

A" = {(tg, ..., t,) € R"™L Vi t, >0; tg+ - +t, =1} (1.3.18)
Les cofaces et codégénérescences sont données par (o1 0 < i,j < n):
& AT S AT
(to, ,tn_l) = (to, eee ’tl" 0, ti+1’ eee /tn—l)' (1.3.19)
a.j :An+l - A"
(to, ’tTl-‘rl) = (to, eee ,t]'_l, t] + tj+1,t]'+2, ceey tl’l+1)' (1320)

AZ

Al

Fic. 1.6 : Les trois premiers simplexes standards A” ¢ R"*1.

Définition 1.3.21. Lalgébre des formes polynomiales sur A", notée (),,, est le quotient de
I'algebre graduée-commutative libre engendrée par les symboles ¢, ..., t,,, dt,, ..., dt,
par l'idéal engendré par les relations t +--- +t,, = 1 etdty,+--- +dt, = 0. La différentielle
est donnée sur les générateurs par d(t;) = dt; etd(dt;) = 0.
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1.3 Théorie de I'homotopie rationnelle

La collection Q), = {€),,},,5 est une ADGC simpliciale : il existe des opérations, duales
aux opérations &' et ¢/ ci-dessus et qui vérifient un certain nombre de relations :

d:Q,-0, 1 0<i<n) 50y, > Q. 0<i<n
tk, Slk < i, tk/ Slk < i,
tk = O, Slk = i, tk g tk + tk+1/ Slk = i, (1322)
tk—l’ sik > Z, tk+1’ sik > i.

Définition 1.3.23. Soit X un espace quelconque. CADGC des formes polynomiales par
morceaux sur X est dénotée par )y, (X). Elle est donnée en degré k par

QII(’L <X) = MorsSet (So <X)/ Ql:)
= {(wf)ftA”—»X | C(Jf S Q]r{l, d1<wf> = wfo{Si’ S](CL)]) = wfoo‘f}‘ (1324)
La différentielle et le produit sont défini terme a terme.

Exemple 1.3.25. Si X est triangulé, on peut définir une ADGC quasi-isomorphe a Op; (X)
de maniere plus simple : un élément de degré n est donné par une forme de degré n sur
chaque simplexe de X, en imposant la condition que si deux simplexes se touchent le
long d'une face, alors les deux formes correspondantes coincident sur cette face.

Théoreme 1.3.26 (Sullivan [Sul77]). Soit X un espace topologique simplement connexe de
type fini. Alors Qp; (X) est quasi-isomorphe, en tant qu’ADG (non-commutative), a l'algeébre
des cochaines singuliéres de X a coefficients rationnels C* (X; Q).

Théoreme 1.3.27 (Sullivan [Sul77]). Le foncteur Qp; induit une équivalence entre

— la catégorie des espaces topologiques simplement connexes de type fini, a équivalences
rationnelles prés;

— la catégorie des ADGC de type fini A telles que A° = Q et A = 0, a quasi-isomorphismes
pres.

Remarque 1.3.28. Pour rendre ce théoréme précis, il est nécessaire de passer par la catégorie
des ensembles simpliciaux. Cela est notamment dt au fait que méme si un espace X est
simplement connexe, on n’a pas nécessairement QIQ,L(X) = Qet Q%)L(X) = 0 avec la
définition ci-dessus.

Corollaire 1.3.29. Soit X et Y deux espaces topologiques simplement connexes de type fini. Alors
X =g Y = Qp (X) = Op (V). (1.3.30)

Définition 1.3.31. Soit X un espace topologique. Un modéle (de Sullivan) de X est une
ADGC A quasi-isomorphe a Op; (X).

Gréace au théoreme de Sullivan, un modeéle de X «connait» completement le type
d’homotopie rationnelle de X. En particulier, si deux espaces ont le méme modele, alors
ils sont rationnellement équivalents. Il est possible de faire de nombreux calculs grace a
un modele A de X, par exemple :
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1 Espaces de configuration de variétés

- il y a un isomorphisme d’algebres graduées commutatives H*(X; Q) = H*(A);

— les produits de Massey de X peuvent se calculer en utilisant le théoréme du transfert
homotopique;

— les groupes d’homotopie rationnelles 77, (X) ®, Q sont donnés par la cohomologie
de Harrison Hyy,,.(A) de TADGC A;

— le crochet de Lie naturel qui existe sur la cohomologie de Harrison de A correspond
au crochet de Whitehead sur les groupes d’homotopie.

Exemple 1.3.32. Considérons la sphére S” de dimension n. On peut démontrer assez
facilement qu'un modéle de S” est donné par sa cohomologie H* (S") = Q1 @ Qu ol
degv = netv? = 0.La sphére est donc un exemple d’espace formel (voir Section 1.4). On
peut aussi calculer la cohomologie de Harrison de H* (S") pour retrouver un théoreme
de Serre : si n est impair alors 77,,(S") ®, Q = Q et tous les autres groupes d’homotopie
sont de torsion; si n est pair alors 7,,(S") ®,; Q = m,,_1(S") ®,; Q = Q et tous les
autres groupes d’homotopie sont de torsion.

En revenant une fois de plus aux espaces de configuration, on arrive a une version
plus fine de la conjecture précédente :

Conjecture 1.3.33. Soit M une variété compacte sans bord simplement connexe. Il est possible
de trouver un modele explicite de Confy,(r) qui ne dépend que d'un modéle de M.

On peut affaiblir encore un peu cette conjecture en considérant le type d’homotopie
réelle.

Définition 1.3.34. Deux espaces simplement connexes de type fini X et Y ont le méme type
d’homotopie réelle si Oy (X) ®¢g R et Opp (V) ®¢ R sont quasi-isomorphes. Un modéle réel
d’un tel espace X est une ADGC (a coefficients réels) quasi-isomorphe a Of; (X) ®¢g R.

Cette notion est légérement plus faible que la notion de type d’homotopie rationnelle.
On peut néanmoins faire les mémes calculs avec un modeéle réel qu’avec un modéle
rationnel.

Exemple 1.3.35 ([FOTO08, Example 2.38]). Soit # € Q un parametre rationnel positif. On
définit une ADGC

Aa = (5(62/x4/y7129)/ dﬂ()/ (1336)
ol les indices dénotent le degré, en posant comme différentielle :
de=0,dx=0,dy=x*+ae*, dz=¢. (1.3.37)

Alors on peut montrer que A, et A, sont quasi-isomorphes si et seulement si a/a" est
un carré. Elles sont donc toujours quasi-isomorphes sur R, mais pas sur Q.

Exemple 1.3.38 ([FOT08, Example 3.7]). La théorie se généralise de maniére évidente a

C. Les sommes connexes CP2 # CP? et CPP2 # CP2 ont le méme type d’homotopie com-
plexe, mais pas réelle. On peut le voir en considérant leurs formes d’intersection, qui sont
des formes quadratiques sur leurs cohomologies en degré 2 : elles sont respectivement

données par () et (§9).
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1.4 Formalité de Confy. (1)

La Conjecture 1.3.11 peut donc étre raffinée sous la forme suivante :

Conjecture 1.3.39. Soit M une variété compacte sans bord simplement connexe. Il est possible
de trouver un modele réel explicite de Confy,(r) qui ne dépend que d"un modéle réel de M.

Une réponse positive a cette conjecture permettrait de faire des calculs sur le type d’ho-
motopie rationnelle de Conf);(r) (cohomologie, groupes d’homotopie, etc.) simplement
en connaissant le type d’homotopie de M.

1.4 Formalité de Confg, ()

La brique de base des variétés est I'espace euclidien R". En quelque sorte, Conf,,(r)
peut s’obtenir en recollant des Confy. (k) pour k < r de maniere assez compliqué, les
points pouvant étre dans des cartes différentes de la variété. Pour comprendre le type
d’homotopie des espaces de configuration de M, nous allons donc commencer par nous
intéresser a ceux de R”.

La cohomologie des espaces de configuration de R" est bien connue :

Théoréme 1.4.1 (Arnold [Arn69], Cohen [Coh76]). La cohomologie de Conf . (1) admet la
présentation suivante, onl deg w;; =n —1:

S(Wij)lsiqejgr

H* (Confga (1)) = (142)

(wj,- = (—1)”wi]-, wiz]- =0, W;iWiy + Wi Wy + Wi wy; = 0)

Intuitivement, la classe w;; «compte» combien de fois les points i et j tournent I'un
autour de l’autre. Plus formellement, notons que l'espace Conf» (2) est homotopique-
ment équivalent a une sphere : a homotopie pres, on peut fixer le premier point en
'origine et fixer la distance entre les deux points a 1. On obtient ainsi une application
quotient Conf. (2) — S"~1 qui est une équivalence d’homotopie. Soit pij : Confpa(r) —
Confra(2) — S"! I'application donnée par pij(xq, -, X,) = [x;,x;]. La classe w; est
le tiré en arriere de la forme volume de la sphere le long de p;;. Les relations peuvent
s’interpréter ainsi :

- larelation w;; = (—1)"wjy; dit que renverser l'orientation de la sphére peut intro-
duire un signe;

— la relation w?j = 0 dit que la forme volume est de carré nulle;

— larelation wjjwj + wjrwy; + wy;w;; = 0 est en un sens duale a la relation de Jacobi
qui décrit ce qui ce passe quand trois points interagissent en tournant autour de
centres communs (par exemple les points 1, 2 et 4 sur la Figure 1.7)

Esquisse de preuve. Considérons la projection Conf.(r) — Conf.(r — 1) qui oublie le
dernier point d’une configuration. Cette application est une fibration [FN62a] dont la
fibre est R" \ {x(l), ,x(r)_l}, oux? e Confgr. (r — 1) est un point base quelconque. Cette

fibre a le type d’homotopie du bouquet de spheres \/" ™! §"~1.
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Grace a la suite spectrale de Serre, on peut montrer par récurrence que les nombres de
Betti de Conf. (r) sont majorés par les dimensions du c6té droit de 'Equation (1.4.2) en
chaque degré. De plus, sil’égalité est atteinte, alors le groupe de cohomologie considéré
est libre en tant que groupe abélien.

Considérons I'application entre le coté droit de I'Equation (1.4.2) et H* (Confgx (1))
qui envoie w; sur la forme volume de Confr. (2) tirée en arriere le long de p;;. On vérifie
que les relations entre les générateurs sont bien satisfaites et que ’'on a donc bien défini
ainsi une application d’algeébres graduées commutatives. En utilisant le résultat sur les
nombres de Betti, il suffit de montrer que cette application est injective pour conclure.

On peut interpréter le c6té droit de 1’équation de la fagon suivante. Ses éléments sont
les combinaisons linéaires de graphes a r sommets, sans arétes doubles ni boucles. Un
tel graphe d’arétes (i1j;), ..., (ifj;) correspond au mot w; ; ...w; ;. Sin est pair alors
I'ensemble des arétes est ordonné; si n est impair alors les arétes sont orientées. Un
changement d’ordre, resp. un changement d’orientation, induit un changement de signe.
Enfin, I'espace est quotienté par la relation locale suivante :

(1.4.3)

Le produit consiste a recoller les graphes le long de leur sommets.

Pour chacun de ces graphes, on peut fabriquer une classe d’homologie qui s’apparie
de fagon non nulle avec la classe de cohomologie associée au graphe. La méthode utilise
le point de vue des «systémes solaires» (d{i a Cohen, cf. [Sin13, Proposition 2.2]). Etant
donnée une forét binaire a n feuilles, on peut fabriquer une classe d’homologie comme
dans la Figure 1.7. L'accouplement homologie-cohomologie induit un accouplement
graphes-arbres, et on peut montrer de fagon combinatoire que cet accouplement n’est
pas dégénéré [Sinl3, Theorem 4.7], ce qui permet de conclure. O

2 4 ,
1 305 = 1 . e .

Fic. 1.7 : Systémes solaires : un arbre a 5 feuilles et 3 sommets internes induit une classe
d’homologie dans Hj,, 1, (Confr. (5)); ici, n = 2.

"o

A

En général, la cohomologie d"un espace topologique ne donne qu'une information
partielle sur 'espace en question. Cependant, pour une certaine classe d’espaces, cette
information est suffisante pour retrouver le type d’homotopie rationnelle.
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1.4 Formalité de Confy. (1)

Définition 1.4.4. Un espace X est dit formel si H* (X; Q) est un modéle de X.

Exemple 1.4.5. Les spheres sont formelles (Exemple 1.3.32).

Exemple 1.4.6 ([FOT08, Theorem 1.34]). Un H-espace associatif est un espace X muni
d’une application u : X x X — X qui est associative et unitaire a homotopie prés,
c-a-d. u(u(—,—),—) = u(—,u(—,—)) etil existe un élément ¢ € X tel que u(—,e) =
u(e, —) = idx. Un tel espace est formel : la cohomologie d"un H-espace est une algebre
extérieure A(zy, ...,z;) sur un certain nombre de variables de degrés impairs. Alors on
peut définir un quasi-isomorphisme A(zy, ..., z,) — QOp; (X) en choisissant n'importe
quels représentants fermés des z;.

Exemple 1.4.7 ([FOTO8, Proposition 2.99]). Si M est une variété de dimension dim M <
4p — 2 et que M est (p — 1)-connexe, alors M est formelle.

Définition 1.4.8. Une variété de Kihler est une variété complexe munie d"une métrique
Hermitienne i dont la 2-forme associée w = —Jh est fermée.

Théoreme 1.4.9 (Deligne, Griffiths, Morgan et Sullivan [DGMS75]). Les variétés de Kihler
compactes sont formelles. (Plus généralement, tout espace vérifiant le lemme 99, p.ex. les variétés
de MoiSezon, sont formelles.)

Théoréme 1.4.10 (Arnold [Arn69]). Les espaces de configuration de C = R? sont formels.

Démonstration. Bien que ces espaces soient des variétés de Kahler, ils ne sont pas com-
pacts, le théoreme précédent ne s’applique donc pas. Cependant, il existe une application
directe :

dz; — dz;
—. (1411)

i

H*(Conf,(C)) — (3 (Conf,(C); C), wjj dlog(z; — zj) =

On vérifie par un calcul que les formes qui apparaissent vérifient strictement les relations
d’Arnold, et elles sont bien stir fermées. Cette application est clairement surjective en
cohomologie, donc comme les deux ADGC ont évidemment la méme cohomologie, on
conclut que 'application un quasi-isomorphisme. Cela montre que Conf, (C) est formel
sur C. Grace a un théoreme de descente [Sul77, Theorem 12.7], la formalité sur Q est
équivalente a la formalité sur n'importe quel corps de caractéristique nulle, ce qui permet
de conclure. O

Cette démonstration ne marche pas pour n > 3. Kontsevich a montré le théoreme
suivant, par une méthode assez différente (plus tard raffinée par Lambrechts—Voli¢ pour
tenir compte du type d’homotopie réelle) :

Théoréme 1.4.12 (Kontsevich [Kon99] et Lambrechts et Voli¢ [LV14]). Les espaces de
configuration de R™ sont formels pour tout n > 2.

Nous reverrons la preuve plus en détail par la suite (Section 4.4). En particulier,
nous verrons que le résultat de Kontsevich est bien plus profond, et qu’une certaine
structure algébrique (d’opérade) sur les espaces de configuration est compatible avec
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1 Espaces de configuration de variétés

cette formalité, ce qui a de nombreuses applications. Notons toutefois déja que la preuve
est bien plus compliquée que pour le cas n = 2 : elle fait intervenir un zigzag :

H*(Conf,(R")) « - = Qp, (Conf, (R™)) (1.4.13)

ott 'ADGC du milieu est une résolution quasi-libre de la cohomologie de Conf,(R").
Informellement, 1'idée est de créer une ADGC ot il n'y a plus de relations entre les
générateurs, mais ou la différentielle encode les relations. Pour construire I’application
vers les formes, il ne faut donc plus trouver des formes qui satisfont strictement les
relations, mais seulement des formes qui satisfont les relations a homotopie pres. C’est
cette idée que nous allons utiliser dans le chapitre suivante pour traiter le cas des espaces
de configuration des variétés compactes sans bord.
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2 Modele de Lambrechts-Stanley

2.1 Définition du modele

Nous allons adapter et généraliser le Théoreme 1.4.12 aux variétés compactes sans bord.
Les espaces de configuration de telles variétés sont rarement formels : les espaces de
configuration de surfaces de genre > 2 ne le sont pas, par exemple. Nous allons chercher
un modele de ces espaces de configuration qui est construit de maniere similaire au
modele de Confr» (r) mais qui aura une différentielle non-triviale.

L'idée derriere ce modéle est la suivante. Pour obtenir I'espace Conf,(M), on peut
partir du produit cartésien M" et retirer les diagonales A; = {x € M" | x; = x;}.
Or, la dualité de Poincaré-Lefschetz nous dit que si W est une variété compacte sans
bord orientée de dimension n et K C W est un sous-ensemble compact, alors (sous
conditions) H* (W \ K) = H,,_, (W, K). La suite exacte longue en homologie nous dit que
H, _,(W,K) est obtenu, en quelque sorte, a partir de ’homologie de W en «tuant» les
classes provenant de K. Le modele que nous allons présenter est construit en appliquant
cette idée a Conf, (M).

Commencons par quelques prérequis. La dualité de Poincaré nous dit que si M est
une variété compacte sans bord orientée, alors il existe une classe [M] € H,, (M) telle
que pour tout k € Z, 'accouplement HYM) @ HY (M) > k, o ® B~ (a— B, [M])
est non-dégénéré (en particulier H*(M) = 0 pour k > 1). Nous souhaitons généraliser
ceci au «niveau des chaines», plutdét qu’au niveau de la cohomologie :

Définition 2.1.1. Une ADGC a dualité de Poincaré (de dimension formelle 1) est une paire
(A,eq)ouc:

— A est une ADGC telle que A? = k;

— ¢4 : A" - R est une application linéaire vérifiant e(da) = 0 pour touta € A""!
(«formule de Stokes») ;

— pour tout k € Z, I'accouplement A* ® A" % - k,a ® b — e(ab) est non-dégénéré.

Un modéle a dualité de Poincaré d’une variété compacte sans bord M est un modele de M
munie d"une structure ’ADGC a dualité de Poincaré.

Remarque 2.1.2. Cette définition est une version différentielle-graduée des algébres de
Frobenius commutatives.

Remarque 2.1.3. Dans la notation, on oubliera souvent le ¢ 4.

Théoréeme 2.1.4 (Lambrechts et Stanley [LS08b]). Soit M une variété compacte sans bord
simplement connexe. Il existe un modele de M qui est une ADGC a dualité de Poincaré sur Q.
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2 Modéle de Lambrechts—Stanley

Exemple 2.1.5. Si une variété M est formelle, alors H* (M) est un modele a dualité de
Poincaré de M.

Définition 2.1.6. Soit A une ADGC a dualité de Poincaré. Soit {4,};c; une base graduée de
A, et soit {1} };c; sa base duale (c.-a-d. e(a;a)) = ¢;; pour tout i, j € I). La classe diagonale
de A est I'élément de (A ® A)" donné par :

Ay =) (~1)%8%q, @ ay. (2.1.7)

iel
Cet élément est un cocycle de degré n ne dépend pas de la base choisie.
En utilisant la notation de Sweedler, nous allons noter Ay = >" A); ® A}.

Exemple 2.1.8. Soit A = H"(X,) la cohomologie d'une surface orientée de genre g,
engendrée (linéairement) par les éléments 1 € A, Xy, .., ocg,ﬁl, ,,Bg e Aletv e A%,
L'augmentation est donnée par e(v) = 1. La classe diagonale de A est alors :

8
Ap=10v+v®1-) (,®B,+p; ®ua,). (2.1.9)
i=1
Remarque 2.1.10. Cette classe a une interprétation géométrique. Soit [M] € H,,(M) la
classe fondamentale de M. On la pousse en avant le long de I’application diagonale
0 : x = (x,x) pour obtenir §,[M] € H, (M x M). Par dualité de Poincaré, cette classe
correspond a une classe de cohomologie dans H*"~" (M x M), qui est la classe diagonale
décrite ci-dessus.

Lemme 2.1.11. La classe diagonale vérifie (1 ® a)A, = (a ® 1)A, pour tout a € A. De plus,
Ye(aNy)A, = a pour tout a € A.

Remarque 2.1.12. La premiere propriété s’explique par le fait que I'on peut représenter
A, par une forme sur M x M dont le support est concentré le long de la diagonale
M C M x M [MS74,§ 11, p. 125].
Nous aurons besoin de la notation suivante. Soit A une ADGC et1 < i,j < r des
entiers. On définit le morphisme p; : A - A®" par
pi@) =19 -®1®a1®--® 1. (2.1.13)
position i
On définit de pluspj; : A® A - A®" par pii(a® b) = pj (@) - p; ().

Définition 2.1.14 (Lambrechts et Stanley [LS08a]). Soit A un modele a dualité de Poin-
caré d’une variété compacte sans bord simplement connexe M. Le modéle de Lambrechts—
Stanley de M associé a A est 'ADGC :

Gy (1) = (A% ® S(W;)1<injar /1, ) (2.1.15)

Le dg-idéal I est engendré par les relations qui apparaissent dans le Théoreme 1.4.1 et
les relations p; (a)w;; = p; (@)w;; pour touta € Aetl < i # j < r. La différentielle
d=dy+d

qui étend

ij
split €st la somme de la différentielle induite par celle de A et de la dérivation

dopiie (W) = Pji(BA). (2.1.16)
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2.1 Définition du modele

Exemple 2.1.17. Décrivons G4 (r) pour r petit :
0. G4(0) = Q est effectivement un modéle de Conf,(0) = {®}.
1. G4 (1) = A est par hypothese un modele de Conf);(1) = M.

2. G4 (2) estdonnée par (A® A ® S(wq,, wyq)/1,d). Larelation wy; = (—1)"w;, nous
permet de nous débarrasser de w,,. Grace a la relation w?, = 0, on trouve que
G4 (2) se décompose en somme directe :

Ga2)=((A®A®Ql ® A®A® Quyy) /L d). (2.1.18)

La derniere relation nous donnea® 1 ® wy, = 1®4a® w;, pour touta € A. Comme
on considére l'idéal engendré par ces relations, on a donc :

6,2) = (ARA®LIOAR, AR wyd) = (ARA®L®A® wyy d). (2.1.19)

Enfin, la différentielle est donnée par la somme de la différentielle de A et de
dypiie(@ ® wip) = (@@ 1A, = (1 ® a)A4. En d’autres termes, 'ADGC G4 (2) est
le cone de l'application A - A® A, a » (1 ® 1)A, = (1 ® a)A,. Comme cette
application est injective, le cone (ou conoyau homotopique) est quasi-isomorphisme
au conoyau, ¢’est-a-dire au quotient A® A/ (A, ). Cela fait écho au résultat classique
que H*(Confy;(2)) = H*(M? \ A) = H*(M)®2/(Ayy).

3. A partir de r = 3, ’ADGC G4 (r) n’a plus de description aussi simple. Toutes les
classes ne sont plus représentées par des éléments venant de A®" : il peut exister
des classes non triviales qui doivent se représenter avec des w;;.
Plus généralement, on peut représenter graphiquement les éléments de G, (r) par

des graphes a r sommets numérotés (sans arétes doubles ni boucles, les arétes ne sont

pas orientées mais le signe est a priori mal défini). Chaque composante connexe du
graphe est décoré par un élément de A. La multiplication recolle les graphes le long de
leurs sommets et multiplie les décorations des composantes connexes ainsi fusionnées.

La différentielle est la somme de toutes les manieres de couper une aréte en deux, la

décoration de la composante connexe correspondante étant multipliée par A pour obtenir

un élément de A ® A.

Cette ADGC a déja beaucoup été étudiée sous une forme ou une autre :

— Cohen et Taylor [CT78] ont décrit une suite spectrale qui converge vers la cohomo-
logie de Conf,(r) et dont la page E? est précisément Gy o (7). Cette suite spectrale
est la suite spectrale de Leray de l'inclusion Conf,;(r) C M". Interprétées de fagon
moderne, les différentielles suivantes encodent (informellement) la différence entre
H* (M) et un modeéle de M.

— Supposons que M est une variété projective complexe lisse. C’est donc en particulier
une variété de Kahler, qui est donc formelle d’apres le résultat de Deligne, Griffiths,
Morgan et Sullivan [ DGMS75]. En s’appuyant sur des travaux préliminaires de
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Fulton et MacPherson [ FM94], Kriz [Kri94] a montré que dans ce cas, Gyy» () (1) était
bien un modele rationnel de Conf,,(r). A peu prés simultanément, Totaro [Tot96]
a montré que, dans ce cas, la suite spectrale de Cohen-Taylor s’effondre apres la
page E2. Grace a un résultat de Deligne [Del75], cela entraine que H* (Conf,(M))
est isomorphe a H* (Gy- o (1)) en tant qu’algebre.

— Lambrechts et Stanley [LS04] ont montré que si M est 2-connexe, alors G, (2) est
bien un modele de Conf,;(2). Cordova Bulens [Corl15] a généralisé ce résultat aux
variétés simplement connexes de dimension paire.

— Bendersky et Gitler [BG91] avaient construit une suite spectrale qui converge vers
la cohomologie relative H* (M, AZ(\Z) ), ol Af\? ={xe M |3i+jtqgx = x]-}
est la diagonale épaisse. Par dualité de Poincaré-Lefschetz, cette cohomologie est
isomorphe a 'homologie de Conf,,(r). Félix et Thomas [FT04] et Berceanu, Markl
et Papadima [BMP05], ont montré que la page E? de cette suite spectrale était
isomorphe au dual de Gy« 1) (7).

— Lambrechts et Stanley [LS08a | ont montré par la suite que si M est une variété com-
pacte sans bord simplement connexe, alors la cohomologie de G, (r) est isomorphe
a la cohomologie de Conf,;(r) comme représentation du groupe symétrique %,,
degré par degré.

2.2 Enoncé du théoréme et idée de la preuve

Théoréme 2.2.1 ([Idr19], voir aussi Campos et Willwacher [CW16]). Soit M une variété
compacte sans bord simplement connexe lisse et soit A n"importe quel modéle a dualité de Poincaré
de M. Le modéle de Lambrechts—Stanley G 4 (r) est un modele sur R de Conf,;(r) pour tout r.

Corollaire 2.2.2. Soit M et N deux variétés comme dans le théoreme. Si elles ont le méme type
d’homotopie réelle, alors leurs espaces de configuration aussi.

Remarque 2.2.3. I1n’est pas évident que si A et B sont deux ADGC a dualité de Poincaré qui
sont quasi-isomorphes, alors G 4 (1) et Gz (1) sont quasi-isomorphes. C’est le cas sil’on peut
trouver un quasi-isomorphisme direct /ADGC f : A — B vérifiant eg of = €,. On notera
cependant que l'existence d"un tel quasi-isomorphisme est treés contraignante : il doit
notamment étre injectif, carsia # 0 Ak alors il existe 2V € A" F tel que €4 (aa¥) = 1.
Mais alors e (f (a)f (a¥)) = 1etdoncf(a) # 0. Lambrechts et Stanley [LS08b ] ont montré
quesin >7,A% = BY = k, A! = A2 = B! = B2 = 0et H*(A) = H*>(B) = 0, alors il
existe un zigzag A — C < B de quasi-isomorphismes d’ADGC a dualité de Poincaré.
Mais ces conditions sont trés restrictives.

Stratégie globale. La preuve est une adaptation et généralisation de celle de Kontsevich sur
la formalité des espaces de configuration de R". Les grandes étapes sont les suivantes :

1. Il est (probablement) impossible de trouver des formes sur Conf,,(r) qui vérifient
strictement les relations de G 4 (7). On commence donc par construire une résolution
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de G, (r) qui est libre en tant qu’algebre. Cela permet de chercher seulement des
formes vérifiant les relations a homotopie pres. Cette résolution est construite en
utilisant des complexes de graphes (comme dans la preuve de Kontsevich) décorés.

2. On montre de maniere purement combinatoire que cette résolution est effective-
ment quasi-isomorphe a G, (r). On proceéde exactement comme pour calculer la
cohomologie de Conf. (7).

3. Pour définir le morphisme G, (r) — )" (Conf,,(r)), nous voulons utiliser des in-
tégrales, comme dans la preuve de Kontsevich. Or, Conf,;(r) n’est pas compact
pour r > 2; les intégrales ne convergent donc pas forcément. Une premiére étape
est ’étude de la compactification d’Axelrod-Singer-Fulton—-MacPherson [ AS94;
FM94] de Conf), (1).

4. Les intégrales de la preuve de Kontsevich sont des intégrales le long des fibres de la
projection Confy; (¥ +s) — Conf,,(r) qui oublie certains points de la configuration.
Or, une fois que les espaces de configuration sont compactifiés, ces projections
ne sont plus des submersions, ce qui empéche d’utiliser la théorie classique des
formes différentielles de de Rham. Si M est semi-algébrique, ces projections sont
cependant des fibrés semi-algébriques, ce qui nous permet d’utiliser la théorie des
formes semi-algébriques par morceaux [KS00; HLTV11]. Toutes les variétés ne
sont pas semi-algébriques, mais c’est le cas des variétés lisses grace au théoreme
de Nash [Nas52] et Tognoli [ Tog73].

5. Un point clé dans la construction des complexes de graphes est la réduction : il
est nécessaire de quotienter par certains graphes pour avoir le bon type d’homo-
topie. Or, il n’est en général pas clair que la procédure d’intégration le long des
fibres respecte ce quotient. Un argument de comptage extrémement simple montre
cependant que si dim M > 4, alors c’est le cas.

Notons qu’en dimension < 3, il n'y a que trois variétés compactes sans bord sim-
plement connexes : le point {0}, la sphére S? (classification des surfaces) et §°
(conjecture de Poincaré). Pour chacun de ces exemples une preuve différente per-
met de montrer que le modéle de Lambrechts—Stanley est un modéle de 'espace
de configuration.

6. Il ne reste plus qu’a montrer que si A et B sont deux modeles a dualité de Poincaré
différents de M, alors G, (r) =~ Gg(r). La preuve refait intervenir les complexes de
graphes mais reste purement algébrique. O

Remarque 2.2.4. Dans les faits, on ne procede pas dans cet ordre. En effet, la construction
compléte du complexe de graphes est dépendante des intégrales, qui dépendent elles-
mémes de la compactification choisie.
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2.3 Compactification de Fulton-MacPherson

A part si dim M = 0, les espaces de configuration Conf,;(r) ne sont pas compacts pour
r > 2, méme si M l'est. La preuve du théoreme fait intervenir des intégrales sur les
espaces de configuration. Pour s’assurer que ces intégrales convergent, une possibilité
consiste a compactifier les espaces de configuration.

Nous allons définir une variété a coins FM,;(r) dont l'intérieur est Conf,,(r). Cette
variété fut initialement définie par Fulton et MacPherson [FM94] dans le cadre complexe
et Axelrod et Singer [AS94] dans le cadre réel. Elle a par la suite été étudiée en détail
dans [Sin04]. Les points du bord de FM,; (r) consiste informellement en des configurations
de points «virtuelles », ol1 certains points se rapprochent infinitésimalement les uns des
autres. Pour obtenir un type d’homotopie correct (et pas simplement M"), on garde
dans ces configurations virtuelles une information locale en ces agrégats de points. Cette
information locale consiste essentiellement une une configuration (qui peut elle-méme
étre virtuelle) dans 1’espace tangent de M.

Pour plus de facilité dans les raisonnements, il est pratique d’indexer les points d"une
configuration par des éléments d"un ensemble fini quelconque, plutét que {1, ..., r}.

Définition 2.3.1. Soit U un ensemble fini. On définit Conf,,;(U) comme 'ensemble des
injections U = M, vu comme un sous-ensemble de M u

Un ingrédient important de la preuve est la formule de Stokes, qui nous permettra de
vérifier que notre procédure d’intégration préserve la différentielle. Nous allons donc
décrire le bord de FM,,(r), et plus généralement les bords des fibres des projections
canoniques FM;(r +s) — FM,,(r). Cette description fait intervenir les compactifications
de Confr (1), et c’est donc par cela que nous allons commencer.

2.3.1 Casde R"

Les résultats de cette section proviennent de [[V14, Chapter 5].

Définition 2.3.2. Soit U un ensemble finieti # j # k # i € U trois éléments deux a deux
distincts. On définit des applications :

0;; : Confgn(U) — S, 8 : Confra (U) — [0, +c0],
xl' - x]' ”xi - xk”

(XDieu ™ ——— (Xjey = —— . 2.33

i’Zield “xi _ x]_” iZield ”x]_ _ xk” ( )

Le groupe des translations et homothéties positives R” xR ; agit sur Conf. (U) point
par point. Si #U > 2, cette action est libre et propre. Le quotient Conf. (U)/R" x R,
est donc encore une variété. Si #U < 1, I'action est transitive et le quotient est réduit a
un point. Dans tous les cas, la projection Confr. (U) — Confr.(U)/R" x R, est une
équivalence d’homotopie. On peut par exemple représenter les éléments du quotient
(pour #U > 2) par les configurations «normalisées », c.-a-d. celles dont le barycentre est
en0 € R" et dont le rayon est 1.
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Les applications de la définition précédente sont compatibles avec le quotient. Elles
définissent un plongement, o1 Confy;(2) = {(i,) € Uz i+ jyetConf;(3) = {(i,j, k) €
Ul |li#j+k+i):

Confgn(U) / R" x Ry o (8" 1) u® » [0, 4001c"u®, (2.3.4)

Définition 2.3.5. La compactification de Fulton—-MacPherson de Conf. (U), notée FM,, (L),
est 'adhérence de I'image du plongement ci-dessus.

On peut imaginer qu'un point de FM, (U) est une configuration normalisée de R"
qui est potentiellement «virtuelle» : certains points peuvent étre infinitésimalement
proches par rapport aux autres. De tels relations de proximité peuvent étre imbriquées.
La Figure 2.1 donne un exemple :

— les points 3, 5 et 8 sont infinitésimalement proches entre eux par rapport aux autres;

— les points 4, 6 et 7 aussi;

— les points 6 et 7 sont de plus infinitésimalement proches entre eux par rapport au
point 4.

Fic. 2.1 : Un élément de FM, (8).

Théoréme 2.3.6. L'espace FM,,(U) est une variété a coins, d'intérieur Conf, (U)/R"™ x Ry,
et de dimension n#U —n — 1 pour #U > 2.

Exemple 2.3.7. Les espaces FM, (0) et FM, ({u}) sont des singletons. L'espace FM,, ({1, v}) est
une sphére "1

Comme toutes les variétés a coin, FM,, (L) se rétracte par déformation sur son intérieur.
L'application Conf. (U) — FM, (U), donnée par la composition du quotient par ’action
R" x R et de Iinclusion, est donc une équivalence d’homotopie. Le bord de FM, (L)
est caractérisé par les éléments dont au moins I'une des coordonnées J; est nulle. Si
une configuration x € FM, (U) vérifie d;; (x) = 0, on dira que x; est infinitésimalement
proche de x; par rapport a x;.

La variété FM, (U) étant une variété a coins, son bord dFM,, (L) est lui-méme une variété
a bord, le bord du bord peut lui-méme avoir un bord, etc. Décrivons maintenant les
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facettes du bord, c’est-a-dire la décomposition du bord en sous-variétés de codimension
nulle qui s’intersectent le long de leurs bords. Soit W C U un sous-ensemble de cardinal
#W > 2. On définit le sous-ensemble des configuration virtuelles telles que tous les
points indexés par W sont infinitésimalement proches par rapport aux autres par :

IpFM, (U) = {x €M, (L) [,k EWAjEW = 6(x) = 0}. (2.3.8)

Définition 2.3.9. Le quotient U /W est1’ensemble fini U\ W Li{*}. On notera en particulier
que U/Q = U u {+}. Pour u € U, on note [u] € U/W sa classe, donnée par [u] = usi
uegEW,etul==siue W.

Proposition 2.3.10. Lespace dyFM,, (U) est homéomorphe a FM, (U /W) x FM, (W).
Démonstration. Construisons une application
ow + FM, (U/W) x FM, (W) — FM,, (U). (2.3.11)

Soitx = (x,,)cyyw € M, (U/W) ety = (y,) € M, (W) deux configurations. On définit
X o y € M, (U) dans le systeme de coordonnées (6;, 6;) par :

111 %) :
ik (Y), sii,j ke W;
1 sii,j€ Wetk & W;
QX ow Y) = g e, sii ¢ Wetj k€ W; (2.3.13)
0, sii,k € Wetj & W;
Otk (X), - sinon.

On vérifie sans peine que I'image de o est égale a 9} FM, (U) et que 'application est
injective. On conclut par compacité. ]

Remarque 2.3.14. Cette application o fait partie de la structure d’opérade de FM,, que nous
allons étudier dans le Chapitre 4.

Proposition 2.3.15. Le bord de FM,,(U) est recouvert par les dy,FM,, (U). Plus précisément, si
on pose BF (U) ={W C U |#W >2},ona:

oM, = ] M, D). (2.3.16)
WeBF (U)

De plus, codim oM, (U) = 1, et si W # W', codim 9 FM,, (U) Ny FM,, (U) > 1.

Démonstration. Le recouvrement est immédiat grace au fait que x € ofFM, (U) = i #
j# k #itq.d = 0. Le fait que codim dyyFM, (U) = 1 découle du fait que o est
un homéomorphisme et du calcul de la dimension de FM,, (/W) x FM,,(W). Enfin, le

calcul de la codimension de l'intersection est un petit exercice (raisonner au cas par cas :
WNW =@ W c W oulinverse, ou WN W’ # () mais pas d’inclusion). O
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Enfin, pour appliquer la formule de Stokes, nous devons connaitre le bord de la fibre
des projections canoniques.

Définition 2.3.17. Soit 7t : E — B un fibré orienté (c.-a-d. les fibres sont des variété
compactes munies d’orientations compatibles). Son bord fibre i fibre est le fibré 1% : E® — B
ott E? est défini par :
E9 = | ] ont(h). (2.3.18)
beB

Exemple 2.3.19. Considérons le fibré 7t : [0,1]> — [0,1] qui projette sur la premiére
coordonnée. Son bord fibre a fibre est [0, 1] x {0, 1}. On remarque que ce n’est pas le bord
de I'espace total ou la préimage du bord de la base.

Proposition 2.3.20. Soit U C A une paire d’ensembles finis. La projection 7t : Confp. (A) —
Confgrx (U) qui oublie certains points s’étend en un fibré orienté :

7T M (A) — FM (LD). (2.3.21)

Proposition 2.3.22. Soit U C A une paire d’ensembles finis. On note BF (A, U) = {W €
BF(A) U C Aou#(W N A) < 1}. Alors le bord fibre a fibre de 7t : FM, (A) — FM,, (U) est
donné par :
MIA) = | owfM,(A). (2.3.23)
WeBF (A,U)

Démonstration. Comme 7t est un fibré, il s’agit simplement de vérifier quelles facettes
dwFM,, (A) sont envoyées sur I'intérieur de FM,, (L) via la projection, car FM? (A) est I'adhé-
rence de dfM, (A) N 1 (FM,, (U)). On vérifie facilement que ce sont biens les facettes
W e BF (A, U). O

2.3.2 Casde M

Nous pouvons maintenant effectuer le méme travail pour une variété compacte sans
bord M. Grace au théoréme de Whitney, on peut plonger M dans un espace euclidien RN
pour N assez grand. Dans toute la suite, on fixe un tel plongement et on voit implicitement
n'importe quel élément de M. comme un vecteur de R".

Définition 2.3.24. Soit U un ensemble fini et i,j,k € U trois éléments deux a deux
distincts. On définit des applications (par abus de notation, nous gardons les mémes
lettres que précédemment) :

0 : Confp(U) —» SN, 85 = Confpg (U) — [0, +c0],
xi - Xj “xi - xk”
(%) - — (x,) - 2.3.25
HHEE T I — x) HHEET ik — xl (2329)

Ces applications définissent un plongement :

COI’]‘FM(U) PN MU x (SN—I)Confu(Z) % [O,+oo]C°“fu<3)_ (2.3.26)
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Définition 2.3.27. La compactification de Fulton-MacPherson de Conf),(U) est I’adhé-
rence FM,((U) de I'image de ce plongement.

On définit comme précédemment les facettes dy,FM,,(U), pour W C U :

owFMp(U) = {x e My (U) |,k EW = (p;(x) =p(x)etjE W = 5i]'k(x) =0)}.
(2.3.28)

Proposition 2.3.29. Le bord de FM,(U) s’exprime comme

MMy = ) oMy, (2.3.30)
WeBF ,,(U)

on BT\ (U) = {W C U | #W > 2}. Ces facettes sont de codimension 1 et I'intersection de
deux facettes différentes est de codimension > 1.

Remarque 2.3.31. Contrairement au cas de R", le cas W = U est inclus dans le bord. Cela
correspond au cas ol tous les points sont au méme endroit dans M.

Proposition 2.3.32. Soit U C A une paire d’ensembles finis. La projection 7t : Conf(A) —
Confy, (U) qui oublie certains points s’étend a la compactification.

Proposition 2.3.33. Le bord fibre a fibre de 7t : FMy;(A) — M, (U) est donné par :

M2, (A) = g I FMpL(A), (2.3.34)
WeBT p(AU)

ol BF (A, U) = (W € BF i (A) | #(W N U) < 1}

2.4 Ensembles semi-algébriques et formes PA

Les projections canoniques 7t : FMy;(A) — FM,;(U) ne sont malheureusement pas
des submersions. Un exemple est donné par [LV14, Example 5.9.1]. (Une composante
connexe de) 'espace FM; ({a, b, c}) est un segment : ses extrémités sont les deux maniéres
de parenthéser le mot abc, le chemin est un associateur. (Une composante connexe de)
I'espace FM; ({4, b, c,d}) est un pentagone. Les sommets de ce pentagone sont les cinq
manieres de parenthéser le mot abcd ; les arétes sont des chemins qui font intervenir un
associateur. La projection FM; ({a, b,c,d}) — M, ({a, b, c}) ressemble, sur les composantes
connexes en question, a la Figure 2.2. Un calcul dans une carte montre que 7 n’est pas
une submersion au point qui correspond a a((bc)d).

Comme ces applications ne sont pas des submersions, il n’est pas possible d’appli-
quer la théorie standard de l'intégration le long des fibres des formes différentielles.
Cependant, il se trouve que ces fibrés sont des fibrés semi-algébriques. Initialement dé-
veloppée par Kontsevich et Soibelman [KS00], la théorie des formes semi-algébriques
par morceaux a été raffinée par Hardt, Lambrechts, Turchin et Voli¢ [HLTV11] dans le
but de I'appliquer a la preuve de la formalité de I'opérade des petits disques. Rappelons
maintenant rapidement les ingrédients principaux de cette théorie.
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a(b(cd))
(ab)(cd)
a((bc)d)
((ab)c)d (a(be))d
U
(ab)c a(be)

Fic. 2.2 : Projection FM; ({a,b,c,d}) — FM;({a, ], c}).

2.4.1 Ensembles SA

Définition 2.4.1. Un ensemble semi-algébrique (SA) est un sous-ensemble de RN (pour
un certain N) qui est une union finie d’intersections finies d’ensembles de solutions
d’inéquations polynomiales. Une application SA est une application (continue) entre deux
ensembles SA dont le graphe est semi-algébrique. Une variété SA de dimension 7 est un
ensemble SA localement homéomorphe a R” ou R, x R""1,

Proposition 2.4.2. Les compactifications de Fulton—MacPherson FM,, (k) et FM, (k) sont des
variétés semi-algébriques pour tout n, k > 0 et toute variété semi-algébrique M.

Démonstration. Les plongements (6;;, 6;;) et (1, 0;;, 6;;) sont clairement des applications
SA, donc leur image est un ensemble SA, donc ’adhérence de cette image est un ensemble
SA. Les cartes connues dans la littérature pour les compactifications sont également
clairement semi-algébriques. ]

Définition 2.4.3. Un fibré SA est une application SA 77 : E — B muni d’un ensemble SA
F, d’un recouvrement B = | J{U,} par des sous-ensembles SA, et d’homéomorphismes
SAh, : U, xF =7~ 1(U,) compatibles avec la projection.

Théoréme 2.4.4 (Lambrechts et Voli¢ [LV14]). Les projections canoniques 7t : FM, (A) —
FM,, (U) sont des fibrés SA.

Démonstration. La preuve est assez complexe. On représente les fibres par des disques

auxquels on a retiré des boules. Il faut ensuite construire explicitement les homéomor-
phismes, ce qui est relativement technique. O

La preuve du résultat suivant est quasiment identique a celle de Lambrechts et Volié
(voire plus simple, car il n'y a pas de quotient par le groupe R"” x R_).

Proposition 2.4.5. Le méme résultat est vrai pour FMy.
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2.4.2 Formes PA

Définition 2.4.6. Un courant de degré k sur RN est un élément du dual des formes
différentielles de degré k sur R" a support compact, c.-a-d. Dk(RN ) = Q’C‘(RN V. Un
courant de degré k sur X C RN est un courant dont le support

supp(T) = [|{Z c R" | w € QFRN\ Z) = (T,w) =0} (2.4.7)
est inclus dans X.

Définition 2.4.8. Soit M une variété compacte SA lisse. Une stratification de M est une
partition finie M = (J M de M telle que tout S € & est une sous-variété lisse connexe
dont I'adhérence est I'union de S et d’éléments de § de dimension < dim S.

Définition 2.4.9. Soit M une variété compacte orientée SA de dimensionketf : M — RN
une application SA. Il existe une stratification M = [J § telle que f|g soit un fibré trivial
pour tout S € S. Soit Sy, ..., S; les strates telles que f|g soit de rang k. On définit un
courant f, [M] par l

1
(f.IM], w) =) [ frw. (2.4.10)
i=1 !

Définition 2.4.11. Une chaine semi-algébrique de degré k sur un ensemble SA X est un
courant de la forme f, [M] ot dim M = k. On note C,%A(X ) I'’ensemble de ces courants.

Proposition 2.4.12. L'ensemble CIEA(X) est un sous-groupe de D;.(X). On a C?A(X) =0
pour i > dim X et d(f,[M]) = f.[0M]. La collection C3*(X) forme un complexe de chaines

fonctoriel en X par rapport aux applications SA. Il existe une transformation naturelle canonique
X CEA(X) ® CEA(Y) - CEA(X x Y) qui vérifie la formule de Leibniz.

Définition 2.4.13. Soit X un ensemble SA et f,,...,f; : X — R des fonctions SA. On
définit une cochaine SA A(fy; f1,--- . fr) € CéA(X) = CEA(X)V par:

Vo € CAX), (AMfoifis-rfi)r V) = (o o 1 fi)uYs XodXq oo dxi). (2.4.14)

Les formes minimales sur X sont les éléments du sous-groupe oF . (X) engendré par tous

les éléments de la forme A(fy; f1, ..., fi)-

Proposition 2.4.15. Les formes minimales forment un sous-complexe de C5, (X). Ona :

dA(forfis - fi) = AL fo, - fiO)- (2.4.16)

1l y a une famille d’applications x : OF . (X) ® Q! (Y) - QXL (X % Y) qui induisent une

min min
structure ’ADGC sur Q). (X) en utilisant la diagonale A : X - X x X, x — (x,x) :
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Ces formes minimales ne forment pas un modéle de X. Par exemple, la forme dt/t =
Aforf1) € Qllmn([l,Z]) oufy(t) = 1/t etfi(t) = t est fermée. Comme H'([1,2]) = 0,1l
faudrait qu’elle soit exacte. Mais n’est pas le cobord d'une forme de degré 0 : I’application
log n’est pas une application SA. Pour résoudre ce probleme, il faut introduire des
intégrales formelles le long des fibres de fibrés SA. Plus généralement, il faut pouvoir

intégrer le long de n'importe quelle famille continue de chaines.

Définition 2.4.18. Soitf : Y — X une application SA. Une famille (fortement) continue de
chaines de degré I sur Y au-dessus de X est une application ® : X — C;(Y) telle qu’il
existe :

— une stratification SA finie X = U _; S,

— des variétés compactes sans bord orientées SA F,, de dimension /;

— des applications SA g, : S, x F, — Y vérifiant :

— le diagramme suivant commute :

S, xF, 25y

P lf (2.4.19)

S, — X,

— pour tout &, pour tout x € S, @) = (g,),[{x} x F,].

Exemple 2.4.20. Soit 7t : E — B un fibré SA de rang [. On peut définir une famille continue
de chaines ® : B —» C;(E) par ®(b) := [[n_l(b)]].

Proposition 2.4.21. Soit y € CIEA(X) une chaine SA et ® : X — C;(Y) une famille continue
de chaines, avec les notations ci-dessus. On peut raffiner la stratification pour avoiry = Y n,[S,].

On peut définir une nouvelle chaine SA y x ® € CEAI(Y) par:

+

Yx D= Y 1,(8,).[5, x F. (2.4.22)

Définition 2.4.23. Soit w € QOF+! (Y) une forme minimalesur Yet ® : X — C?A(Y) une

min
famille continue de chaines. On définit une cochaine SA [ o wpar:

<fq, w, 7> = (w, 7% D). (2.4.24)

Les formes PA («piecewise (semi-)algebraic») de degré k sur X sont les cochaines de cette
forme. On note QlliA (X) I'ensemble qu’elles forment.

Remarque 2.4.25. Une forme minimale est en particulier une forme PA :siw € Qfmn (X)
est une forme minimale, on peut poser ® : X — Cy(X), x — [{x}]. Alors fcb w = w.

La preuve de la deuxieme partie de la proposition suivante est extrémement difficile.
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Proposition 2.4.26. La collection O, (X) est un sous-complexe de CSp (X) qui s’annule en

degré > dim X. 1l existe une multiplication sur Qp, (X) qui étend celle de ()7 ;. (X) et qui en
fait une ADGC.

Un des résultats principaux de [HLTV11] est le suivant :

Théoréme 2.4.27 ([HLTV11, Theorems 6.1, 7.1]). II existe un zigzag de transformations
naturelles, si l'on se restreint d la sous-catégorie des ensembles et applications SA :

Opp(X) < - = Of (X) ®g R (2.4.28)

qui sont des quasi-isomorphismes si X est un ensemble SA compact. Ce zigzag est de plus
compatible avec les morphismes de Kiinneth.

Exemple 2.4.29. La forme dt/t € QL. ([1,2]) est le bord de la forme logt := fq) w ou
w = Mfy;f1) € QL ([1,21%) avec fo(s,t) = 1/s - xjes et fi(s5,1) = s, et @ : [1,2] —
C?A ([1, 2]2) est la famille continue de chaines associée a la projection sur le deuxieme

facteur.

Remarque 2.4.30. Hardt, Lambrechts, Turchin et Voli¢ [HLTV11, Section 9.1] conjecturent
que le résultat reste vrai si X n’est pas compact.

La preuve de ce théoreme fait essentiellement intervenir trois ingrédients :
— le lemme de Poincaré : Qp, (A") est acyclique pour 7 fixé;

— les ensembles simpliciaux Q'f)A (A*®) sont «extensibles» pour k fixé : pour tout sous-
ensemble I C {0,...,n}, pour toute collection {B; € Q{%A(A”_l)}iel de formes
vérifiant d,f; = d;_ B;, il existe une k-forme g € QF, (A") vérifiant d, = B;.

— la propriété de Mayer—Vietoris.

En utilisant ces trois propriétés, la preuve du théoréme découle de raisons assez formelles.

Rappelons qu'un fibré SA 77 : E — B de rang [ définit une famille continue de chaines

® : B - C;(E).On yeut donc définir I'intégrale le long des fibres de ce fibré d"une forme
*+ (E) par:

minimale w € Q!

T, (w) = meqB w = fq) w. (2.4.31)

Cette procédure possede de nombreuses propriétés similaires a celles de l'intégrale le
long des fibres classiques. Celle qui va nous intéresser le plus est la formule de Stokes.
On rappelle que 717 : E? — B est le fibré SA de rang I — 1 donné par le bord fibre 2 fibre
de E. Alors la formule de Stokes [HLTV11, Proposition 8.12] dit que :

A, (w)) = 7, (dw) + (=1)98U 79 (| 5). (2.4.32)

Mentionnons également que si E = |J se décompose en une réunion de sous-

E.
iel "
ensembles SA telle que 7] g, Teste un fibré SA de rang k et que dim nlgl_l x)N n|,§]_1 x) <k

pour tout i # j et toutx € B, alors 7, (w) = Y, (nIEi)*(lei) [HLTV11, Proposi-

iel
tion 8.11].
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2.5 Complexes de graphes

Comme dans la Section 2.3, nous allons considérer que nos collections d’ADGC ne sont
plus indexées par des entiers mais par des ensembles finis quelconque. En particulier,
nous avons G4 (r) = G, ({1, ...,7}).

2.5.1 Idée informelle

Soit M une variété compacte sans bord simplement connexe SA et soit A un modele
a dualité de Poincaré de A. Notre objectif est de démontrer que les ADGC G, (U) et
Opa (FMy(U)) sont quasi-isomorphes. Trouver un quasi-isomorphisme direct reléve-
rait du miracle : 'ADGC G4 (U) ayant de nombreuses relations, il faudrait trouver des
formes PA sur FM,;(U) qui satisfont strictement ces relations. Comme souvent en al-
gebre homologique, nous allons définir une résolution de G4 (U), c’est-a-dire une ADGC
quasi-isomorphe a G, (U) et qui est libre en tant qu’algebre (on dit aussi une ADGC
«quasi-libre »). Toute la complexité des relations est alors transférée dans la différentielle.
Trouver un morphisme depuis cette résolution vers (p, (FMy;(U)) ne nécessite plus
que de trouver des formes qui sont compatibles avec la différentielle, ce qui consiste
essentiellement a trouver des formes qui satisfont les relations a homotopie prés.

Les relations dans 'ADGC G 4, (U) sont de trois types :

1. les relations qui existent dans A;
2. les relations d’Arnold, et notamment la relation a trois termes;
3. larelation de symétrie p; (a)w;; = pj (@)w;;.

Le premiére type de relation dépend de la variété M. Etant donné une variété sim-
plement connexe, nous pouvons trouver une résolution quasi-libre R — Qp, (M) et
appliquer la procédure de Lambrechts et Stanley [LS08b] pour trouver un quasi-isomor-
phisme R — A, ou1 A est a dualité de Poincaré.

Pour le deuxiéme type de relations, nous allons utiliser une idée due a Kontsevich, qui
est de remplacer la relation a trois termes w;;wj, + wjwy; + wy;w;; par une différentielle
dans un complexe de graphes. Ce complexe de graphes est un espace vectoriel engendré
par des graphes dont les sommets sont de deux types : des sommets «externes», en
bijection avec 1’ensemble fini U fixé; et des sommets internes que ’ont ne peut distinguer.
La différentielle consiste a contracter les arétes incidentes aux sommets internes. On peut

alors représenter graphiquement la relation a trois termes par :

L'idée derriere cette différentielle est qu'un graphe avec des sommets externes U et des
sommets internes I correspond a une forme sur FM,;(U U I) que I'on integre le long des
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fibres de la projection FM,, (U LUI) — FMy;(U). Le sommet interne dans I'image précédente
correspond a un quatrieme point dans une éventuelle configuration sur M, et I'intégrale
fait une «moyenne » sur toutes les positions possibles de ce quatrieme point. Lorsque
I'on applique la formule de Stokes, ce quatrieme point est restreint au bord fibre a fibre
de cette projection. Le bord a trois faces de dimension maximale : quand le quatriéme
point devient infinitésimalement proche d"un des trois autres points par rapport aux
deux autres. Ces trois faces correspondent exactement aux trois termes de la relation
d’Arnold.

Remarque 2.5.2. Cette idée de rajouter des sommets internes pour résoudre une relation a
trois termes du type précédent (que 1'on peut voir comme le dual d"une relation de Leib-
niz) a été formalisée et généralisée par la notion de «torsion opéradique », cf. Willwacher
[Wil14] et Dolgushev et Willwacher [DW15].

Le dernier type de relation, la symétrie, se gére d’une maniere similaire a I'idée de
Kontsevich. Plus précisément, cette relation de symétrie devient un bord comme indiqué
sur la figure suivante :

a P a
- *O—D (253)

Bien sfir, dans le complexe de graphe complet, ces deux différentielles sont mélangées.
Cela nous poussera a introduire diverses filtrations pour les séparer.

2.5.2 Définition du complexe de graphes

On fixe désormais un zigzag de quasi-isomorphismes
A < R = Qpy (M), (2.54)

ou A est une ADGC a dualité de Poincaré et R est une ADGC quasi-libre engendrée en
degrés > 2. Ce zigzag existe grace au théoreme de Lambrechts et Stanley [LS08b .

On se fixe également un cocycle Ay € R ® R de degré n qui est (anti)symétrique et
qui s’envoie sur A, par I'application R — A. La preuve de 'existence de Ay se fait par
des arguments élémentaires. Il faut cependant noter qu'il est nécessaire de supposer que
A = H*(M) sin < 6 (toute variété simplement connexe de dimension < 6 est formelle),
ou bien que le zigzag ci-dessus vérifie une relation de compatibilité entre 'intégration
fM : OQpa(M) — R et la dualité de Poincaré ¢ : A" — R. Cela signifie qu’a priori,
nous ne pouvons pas utiliser n‘importe quel modele a dualité de Poincaré de M. Nous
démontrerons cependant a la fin que si A" est un autre modeéle a dualité de Poincaré,
alors G4 =~ G4.

Nous allons construire un premier complexe de graphes, qui n’aura cependant pas le
bon type d’homotopie. Ceci sera résolu dans la Section 2.5.4.

Définition 2.5.5. Le complexe de graphes Graphs’, (U) est I’espace vectoriel engendré par
les classes d’équivalences de graphes du type suivant :
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— iln’y a ni arétes doubles, ni boucles (un graphe qui en contiendrait une est identifié
avec 0);

— le graphe a des sommets dits «externes» qui sont en bijection avec U;

— lereste des sommets sont dits «internes » et on ne peut les distinguer (formellement,
on quotiente par une certaine action du groupe symétrique) ;

— chaque sommet est décoré par un élément de R;

— sin est impair, les arétes sont orientées, mais un graphe est identifié avec 'opposé
du graphe ot1 'on a échangé le sens d"une aréte;

— sin est pair, les arétes sont ordonnées, mais un graphe est identifié avec l'opposé
d’un graphe qui en différerait par une transposition d’arétes.

Voir la Figure 2.3 pour un exemple.

Fic. 2.3 : Exemple de graphe dans Graphs}z ({1,2,3}) oux,y,z,a,b € R.

Le degré d"un graphe se calcule en additionnant les degrés de toutes les décorations,
en rajoutant n — 1 pour chaque aréte et en soustrayant n pour chaque sommet interne.

SiT,T" € Graphsy (U) sont deux tels graphes, leur produit I'- " est le graphe obtenu en
recollant I et I le long de leur sommets externes. Les décorations des sommets externes
correspondants sont multipliées durant 'opération. Par exemple :

X x'

xx'
o % N
O—® @D O ®
¥ z Yy vy zz'

ZI

Enfin, la différentielle d = d + d iy + dcone €5t la somme de plusieurs termes :

split

— la différentielle interne dy de R, qui agit sur chaque décoration (comme une déri-
vation) ;
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— une partie «coupante» d,;;, qui est la somme de toutes les manieres possibles
de découper une aréte et de multiplier les décorations des extrémités par Ap (les
sommets gris peuvent étre internes ou externes) :

X Y dsplit xAEQ yA”
(AR)

— une partie «contractante» d_ .., qui est la somme sur toutes les maniéres possibles
de contracter une aréte incidente a un sommet interne en multipliant les décorations
(si les deux sommets incidents a I’aréte sont internes, le résultat est un sommet
interne, sinon c’est un sommet externe de méme numéro que l'unique sommet
externe incident a I'aréte), cf. 'Equation (2.5.1).

Vérifier la proposition suivante peut se faire assez facilement «a la main» (mais il faut
faire attention aux signes) ; on peut également utiliser la théorie de la torsion opéradique
pour réduire la quantité de calculs nécessaires.

Proposition 2.5.8. Ce complexe de graphes Graphsy (U) avec cette différentielle et ce produit
forme une ADGC.

Ce complexe de graphes n’a malheureusement pas le bon type d’homotopie. Le pro-
bléme provient des composantes «internes» des graphes, c’est-a-dire les composantes
connexes qui consiste exclusivement en des sommets internes. Dans le cas non-décoré
et pour n = 2, cette partie «interne» du complexe de graphes (notée alors GC,) vé-
rifie HO(GC,) = grt;, ol grt; est I'algébre de Lie de Grothendieck-Teichmidiller, voir
Willwacher [Will4]. On est bien éloigné de H° (Confr2(U)) = R...

On ne peut malheureusement pas simplement quotienter par ces composantes internes,
comme le montre 'exemple suivant :

i

d

X dRx AR xAg x
(@—.>H<@—0 )i Z(@ ° >i@- (25.9)

(AR)

Si l'on tuait tous les graphes avec des composantes internes, tous les graphes avec un
unique sommet externe de Graphsy, (1) (qui correspondent aux éléments de R, donc
aux classes de cohomologie de M) deviendraient nuls en cohomologie, ce qui est bien
str absurde. Cependant, si I'on se rappelle du Lemme (2.1.11), on voit qu’il suffirait
d’identifier un sommet interne isolé et décoré par x € R avec le nombre £(x) pour avoir
quelque chose de cohérent. Il ne reste alors qu’a s'occuper des composantes internes
avec au moins deux sommets. On pourrait choisir de simplement les quotienter. Si
l'on procéde ainsi, on pourra bien construire une application quotient Graphs’, (U)/~ —
G4 (U) et démontrer de fagon combinatoire que c’est un quasi-isomorphisme (Section 2.6).
Cependant, il ne sera alors pas possible de construire une application Graphsy, (U)/~ —
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pa (FMa(U)) qui préserve la différentielle : la partie «coupante» de la différentielle
peut créer des graphes avec des composantes internes, et la formule de Stokes oblige a
les identifier avec des intégrales sur FM,,(U). C’est ce que nous allons expliquer dans la
section suivante.

2.5.3 Propagateur

Nous allons maintenant définir un morphisme w : Graphs%(U) — O (FMp(UD).
Comme annoncé plus tot, I'idée sera de considérer les sommets externes comme des
points «fixes » dans une configuration, tandis que les sommets internes correspondront a
des points qui seront «intégrés » sur toutes leurs positions possibles. Nous allons bien stir
utiliser le morphisme R — Qp, (M) fixé au début pour savoir ou1 envoyer les décorations
des sommets. Il ne reste donc qu’a savoir o1 envoyer les arétes : nous devons donc
trouver une forme ¢ € QIr 1 (FM,,(2)) qui doit satisfaire plusieurs conditions pour que
le morphisme Graphsy (U) — Qp, (FMy;(U)) soit bien défini. En physique mathématique,
une telle forme est appelée un propagateur.

On trouve les conditions que doit vérifier ¢ en raisonnant sur les propriétés des arétes
dans le complexe de graphe, ainsi qu’en cherchant a faire en sorte que la compatibilité
wd = dw découle de la formule de Stokes. Notons que les deux fibrés p,, p, : FM,,(2) - M
se restreignent en un méme fibré p : dFM,(2) — M. Ce fibré p est un fibré en spheres de
rang n — 1; concretement, c’est le fibré en spheres associé au fibré tangent de M.

Proposition 2.5.10 ([CM10; CW16]). Il existe une forme ¢ € Qﬁgl(FMM(Z)) vérifiant les
trois conditions suivantes.

— La forme est antisymétrique : si o est I'automorphisme de FMy;(2) qui échange les deux
points, alors c*¢ = (—1)"¢.

— La différentielle de ¢ est la classe diagonale : dp = (p1,p2)" (Ayp), o1t Ay est I'image de
Ag par U'application R — Qp, (M) fixée.

— La restriction de ¢ a dFM,(2) est une forme angulaire globale : sur chaque fibre de p :
OFMA1(2) — M, @ se restreint en une forme volume.

Démonstration. La preuve de I'existence d'un tel ¢ dans notre cadre a été prouvée par
Campos et Willwacher [CW16], en s’appuyant sur des calculs précédemment effectués
par Cattaneo et Mnév [CM10]. Pour construire ¢, on commence par choisir une forme
angulaire globale ¢ € QI (dFM,,(2)), qui existe de fagon générale (voir par exemple
Bott et Tu [BT82]) (la preuve standard est dans le cadre lisse mais peut s’adapter aisément
au cadre SA). On peut de plus choisir ¢ telle que dip est «basique », c.-a-d. que c’est le
tiré en arriere d’une forme sur M (c’est la classe d’Euler de M). Quitte & (anti)symétriser,
on peut supposer que ¢ = (—1)"¢. On peut trouver un voisinage tubulaire p : T —
dFMy1(2) a T'intérieur de FM,;(2), ce qui nous permet d’étendre ¢ en p* 1. En prenant une
approximation de I'indicatrice, on peut étendre p* i en une forme ¢’ € Q"1 (FM,,(2))
qui vaut  sur dFM,,(2) et 0 en-dehors de T. Comme dy/ [y (o) est basique, la forme dy’
est le tiré en arriére d'une forme & € Qp, (M x M) qui est fermée mais pas (forcément)
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exacte. On peut calculer que [a] € H" (M x M) est la classe diagonale : si B est n'importe
quelle autre forme fermée, alors

foM aNp = fFMMm dy' A B = faFMMQ) YAB= fdiagonaleﬁ. (2.5.11)

I existe donc une forme 7 telle que & — Ay, = dy sur M x M. On peut alors définir
@ =4 = (p1,p2)"7-Onaalorsbiendg = (py,p2)*(Ay). Comme p*lgey (o) est basique,
la forme ¢ reste (anti)symétrique et sa restriction au bord reste une forme angulaire
globale. O

Nous pouvons maintenant définir le morphisme Graphs}{ (U) — Ops (FMy(UD)). Soit
I € Graphs}, (U) un graphe dont I'ensemble des arétes est E et I'ensemble des sommets
internes est I. On commence par définir w'(I') € Opa (FMy, (U U 1)) par

W)= N\ pi@) A N pie) (25.12)

velul eeE

Dans cette formule, a,, € R est la décoration du sommetv € U UL p, : My, (U UI) - M
est la projection qui oublie tous les points sauf v, et p, : FM,,;(U) — FM,,(2) est la projection
qui oublie tous les points sauf les extrémités de ’aréte e. Si I'on note 77 : FM,, (U U I) —
FMy,(U) la projection canonique, on peut alors définir

—— / _ /

w() := 7, (w' () = J‘FMM(UUI)HFMM(U) W' (I). (2.5.13)
Remarque 2.5.14. On peut voir qu’il y a un probléme : la forme «’ (I') n’étant pas minimale
en générale, on ne peut a priori pas calculer son intégrale le long des fibres de 77. Campos
et Willwacher [CW16] ont défini une sous-ADGC de Qp, (—) constituée des formes dites
«triviales », c’est-a-dire les formes qui sont obtenues en intégrant des formes minimales
le long de fibrés triviaux. Ils ont démontré que cette sous-ADGC était quasi-isomorphe a
Opy (=) et que 'on pouvait intégrer une forme triviale le long des fibres de n’importe
quel fibré. Ils ont aussi montré que 1'on pouvait faire en sorte que R — Qp, (M) factorise
par les formes triviales et que 1’'on pouvait choisir un propagateur qui est une forme
triviale.

Proposition 2.5.15. L'application ' : Graphs (U) — FMy,(U) est un morphisme d’ADGC
bien défini.

On vérifie assez facilement que w’ est compatible avec les identifications qui définissent
Graphs}{ (U), directement grace a la construction. Soit I, I € Graphs}z(lj) deux graphes,
avec comme ensembles de sommets internes respectifs I et I, et comparons w(I' - ")
avec w(I') A w(I"). Il y a un carré commutatif :

My (U UTUT) — My U UT)

qu \‘ lp (2.5.16)

My, (U L T") —r 5 FMp (UD)
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Ce carré n’est malheureusement pas cartésien FM,, (U L I U I') nest pas le produit fibré
P des trois autres espaces. On peut interpréter P comme un espace de configuration
«virtuel », ot les points de U U I forment une configuration, ceux de U U I' forment une
configuration, mais les points de I et I’ peuvent étre au méme endroit en méme temps.
Nous avons une application induite p : FMy,(U U I U I") — P qui est un morphisme de
fibrés SA au-dessus de FM,,(U). Cette application est de degré 1 sur les fibres, donc si
a € QOp, (P) est une forme quelconque, 1'intégrale le long des fibres de p™ («) est égale a
l'intégrale le long des fibres de a. La forme «'(I' - T") est de la forme p* (7" (¢) A q/* (")),
donc l'intégrale w(I' - I") se sépare en deux facteurs p, () A p, (a') (grace a un théoréme
général sur les intégrales le long des fibres), que 'on identifie respectivement & w(I') et
w(I"). Cela montre que w est un morphisme d’algebres.

Il ne reste alors plus qu’a montrer que w est compatible avec la différentielle. Cela
découle de la formule de Stokes et de la description du bord fibre a fibre de la projection
FMp (U U I) — FMy,(U). Par la formule de Stokes, on a

d(7, (@' (1)) = 71, (d(w' (1)) + 70 (@ Dleyd wrun)- (2.5.17)

La premiere partie du terme de droite correspond a la différentielle interne de R (en
agissant sur les décorations) et a la partie coupe dy,; (grace adg = Ay;). Nous pouvons
identifier la seconde partie a la partie contractante. Posons A = U U I et rappelons que

M2 (A) = g Ay My (A), (2.5.18)
WEeBZF \(A,U)

ou BF (A U) = {W C A | #W > 2et#(W N U) < 1}. La facette dyyFMy;(A) est
donnée par 1’ensemble des configurations o1 les points indexés par W sont infinitési-
malement proches les uns des autres par rapport aux points qui ne sont pas dans W.
Cette facette est ’espace total d'un fibré de la forme FM, (W) — 9yFMy(A) — FMy (A/W).
Grace a la condition #(W N U) < 1, on peut identifier A/W avec U U ] pour un cer-
tain ensemble J. En notant I'y, C I' le sous-graphe plein sur les sommets de W, on voit

! z b N . . s .
que faWFMM(A)—»FMM(U) w' (') est égal a crww(F/Fw), olicr, estun coefficient numérique

donné par une intégrale d'une certaine forme (dépendant de I'yy) sur FM,, (W).

Ce coefficient numérique avait déja été étudié dans la preuve de la formalité de R".
On peut montrer qu’il s"annule sauf si #WW = 2 et que les deux points sont reliés par une
seule aréte. En effet, des arguments généraux montrent que cr s’annule

— si I’y est déconnecté par un argument sur la dimension;

— siI'yy contient un sommet univalent, a part si c’est le graphe avec exactement deux
sommets;

- siI'yy contient un sommet bivalent par un argument de symétrie;

— ou siI'yy contient au moins trois sommets : en général par un comptage de degré
(sie estle nombre d’arétes et v celui de sommets, alors e > 3v/2, la forme a intégrer
est de degré (n —1)e > 3v(n —1)/2 = nv + (n — 3)v/2 > no, et 'espace FM,, (v) sur
lequel on I'integre est de dimension nv —n — 1 < nv) ou par un argument ad-hoc
pourn = 2.

I ne reste donc plus que les termes de la forme +I'/e pour une aréte e : c’est exactement

W (@eontr (1))
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2.5.4 Fonction de partition

L'application w : Graphs}z(LI) — Ofs (FMy,(U)) ne peut malheureusement pas étre
un quasi-isomorphisme : le complexe Graphs;2 (U) est trop gros. Dans le cas extréme ot
U = @, ona Confy, (@) = * donc Of, (FMy,(D)) = R concentré en degré zéro. LADGC
Graphsy (@) est cependant loin d’étre acyclique : elle contient tous les graphes composés
uniquement de sommets internes, et la cohomologie de ce complexe est a priori non-
triviale. Si par exemple R = R (i.e. les graphes ne sont pas décorés), alors Willwacher
[Will4] a par exemple montré que 'ADGC contenait en degré 0 une copie de 1'algébre
de Lie de Grothendieck-Teichmiiller grt qui est de dimension infinie.

Une copie de cette algebre est incluse dans tous les Graphsy (U) et pose probléme.
Nous devons donc nous débarasser de toutes les composantes «internes» (composées
exclusivement de sommets internes). Il n’est pas possible de simplement quotienter
par les graphes qui ont des composantes internes : cela ne serait pas compatible avec la
procédure d’intégration.

Définition 2.5.19. On note f{GCr = Graphsy (@) 'ADGC des graphes sans sommets
externes. Le produit est 1'union disjointe des graphes. Elle agit sur tous les Graphs’, (U)
par l"'union disjointe.

LADGC fGCy, est quasi-libre : elle est librement engendrée (en tant qu’algebre) par le
sous-module des graphes connexes GCy.

Remarque 2.5.20. La différentielle d : {GCp — fGCy est quadratique-linéaire en termes
des générateurs GCy. En effet, la différentielle interne dj, et la différentielle contractante
d.ontr Préservent la connexité (i.e. elles sont linéaires), tandis que la différentielle coupante
transforme en une combinaison linéaire de graphes connexes (linéaire) et de graphes a
deux composantes connexes (quadratique).

Considérons alors le module dual GC, et sa suspension GC;[—1]. La théorie générale
de la dualité de Koszul entre 'opérade des algébres commutatives et 'opérade des
algebres de Lie entraine alors que GC{[—1] est une algebre de Lie différentielle-graduée.
La différentielle de GC);, correspond a la partie linéaire de la différentielle d, et le crochet
de Lie de GC}[—1] correspond a la partie quadratique de d. Plus précisément, si I'on
décomposed : GCr — fGCr enlasommed = d; +d, oud; (GCg) C GCy etd,(GCg) C
S2 (GCg), alors pour x,y € GCI\{[—l] et v € GCpg, on définit les éléments du dual
bx € GC et [x,y] € GC{[—1] par:

(0x, 77) = (x, dy7), ([x,y], 7)== (X ® Y, dyy). (2.5.21)

Le fait que d : f{GCr — fGCj est une dérivation de carré nul entraine que é et [—, —] véri-
fient les relations qui définissent une algebre de Lie différentielle graduée (antisymétrie
graduée, Jacobi, Leibniz).

Nous pouvons interpréter graphiquement ces définitions. On peut représenter les
éléments de GC}{[—1] des sommes potentiellement infinies de graphes connexes décorés
par RV (que l'on peut voir comme des éléments de la base duale a celle de GCy donnée
par les graphes décorés par R). La différentielle 6 : GC}[—1] —» GC{[—1] est la somme
de plusieurs termes :
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— le dual de la différentielle interne éxv, qui agit sur les décorations par une dériva-
tion;

— la différentielle «décontractante » 6 34.ont : €'e€st la somme sur toutes les manieres de
transformer un sommet interne en une aréte et de reconnecter les arétes incidentes
al’'un ou l'autre des sommets; sur les décorations, cette différentielle agit par le
coproduit RY — RY ® RY dual au produitR ® R - R;

- la différentielle « connectante » 6., ... : ¢’est la somme sur toutes les manieres de
connecter deux sommets quelconques par une aréte, en envoyant les décorations
a, B des extrémités sur 'élément de RY @ RY définiparx ® y — (« ® B, (x ® Y)Ag).

Enfin, le crochet [y,7'] de deux graphes v, 7" est défini de maniére similaire a la diffé-
rentielle connectante. C’est la somme sur toutes les manieres de connecter un sommet
de 7y avec un sommet de 7’ (en agissant sur les décorations comme ci-dessus).

On définit I'ensemble des éléments de Maurer—Cartan MC(g) d'une algébre de Lie g
comme l’ensemble des éléments x € gl vérifiant dx + %[x, x] = 0. La théorie générale
entraine alors que la donnée d'un morphisme d’ADGC f : f{GCr — R est équivalente a
la donnée d’un élément de Maurer-Cartan z € MC(GCI\{ [—1]). Cet élément 7y est simple-
ment la restriction de f aux graphes connexes. La compatibilité de f avec la différentielle
et le produit est encodée dans la relation de Maurer—Cartan.

Définition 2.5.22. La fonction de partition de M est le morphisme z : f{GCr — R donné
par w : Graphsy (@) — Qp, (M (D)) = R.

La terminologie «fonction de partition » provient de la physique mathématique. Cette
fonction de partition est liée aux invariants de Chern-Simons [AS94; BC98; CM10]. Par
la Remarque 2.5.20, la donnée de z : f{GCr — R est équivalente a la donnée d'un élément
de Maurer—Cartan, encore dénoté z € MC(GCI\{) par abus de notation.

Définition 2.5.23. Le complexe de graphes réduit Graphs, (U) est le produit tensoriel
Graphsy (U) ®¢gc, R.

Concreétement, Graphs R (U) est le quotient de Graphs}z(ll) par l'idéal engendré par les
relations suivantes :siI € Graphs}{(ll) ety € fGCg, alors I' L 7y est identifié avec z(y)T.

Proposition 2.5.24. L'application w induit un morphisme d’ADGC :

w : Graphs (U) — Qpp (FMy(U)). (2.5.25)
Démonstration. Soit I’ € Graphs}z(lj) et v € fGCg. On doit vérifier que w(I' U y) =
z(y)w(T). 1l suffit en fait de vérifier que w(® U y) = z(y),carT Uy =T - (B U 7) et que

w est compatible avec le produit. Cela découle essentiellement du théoréme de Fubini :
I'application entre FM,;(I) la fibre de FM, (U U I) — FM,,(U) et est de degré 1. O
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2.5.5 Simplification de la fonction de partition

Nous voulons maintenant définir un morphisme Graphs, (U) — G, (U). L'idée na-
turelle serait de simplement quotienter par les graphes ayant des sommets internes.
Malheureusement, cette opération n’est pas compatible avec la différentielle. En effet, la
partie coupante peut déconnecter une composante interne, qui est alors évaluée par la
fonction de partition pour donner un nombre, non nul en général.

On note cependant qu'une partie de la fonction de partition est compatible avec la
différentielle. Sur un graphe y avec un unique sommet indexé par x € R, la fonction de
partition vaut z(y) = fM x = e£(x). Combiné avec le Lemme 2.1.11 et I’Equation (2.5.9),
on voit que cette identitication est compatible avec le quotient. Seuls les termes ot des
graphes avec plus de deux sommets apparaissent posent probleme. On définit alors la
fonction de partition «triviale» :

f X = e(x), siyestlegraphe a un sommet décoré par x € R;

zo(y) = { (2.5.26)

0, sinon.
Nous allons montrer que la fonction de partition z est «homotope» (en tant que
morphisme d’ADGC fGCy — R) a z,.

Proposition 2.5.27 ([CM10, Lemma 3]). Le propagateur ¢ peut étre choisi de maniére d ce
que I'équation suivante soit vraie pour tout x € R :

w(@_.> —o. (2.5.28)

Démonstration. On remplace simplement ¢ par
Y- f3 Pi3(@)pa3(Ag) — fg P23 (@)pi3(Ag) + f34P§4(€0>PT3(AR)Pi4(AR>I (2.5.29)

ot1 la notation fl]k représente 1'intégrale le long des fibres de 1’application FM, (1) —

FMp;(r) qui oublie les points i, j, k ... O

Corollaire 2.5.30. La fonction de partition z s’annule sur tous les graphes contenant un sommet
univalent.

Démonstration. Soit 7y un tel graphe, i son sommet univalent, x € R sa décoration et j
I'unique sommet adjacent au sommet univalent. La fonction de partition z(-y) se calcule

comme l'intégrale fFM o w' (). La forme ' (7y) se décompose en w' (") A p;}(go) AP} (x).
‘M

L'intégrale sur FM,,(I) peut se calculer (grace a une formule classique) en calculant
d’abord I'intégrale le long des fibres du fibré FM,,;(I) — FM,,(I \ {i}) puis en calculant
I'intégrale sur FM, (I \ {i}). L'intégrale le long des fibres en question est exactement celle
qui apparait dans la proposition précédente et vaut donc zéro. O

L’article de Cattaneo et Mnév [CM10] contient une propriété supplémentaire : le
propagateur ¢ pourrait étre choisi de sorte que la fonction de partition s’annule sur tout
graphe ayant un sommet bivalent décoré par 1 € R. Cela permettrait de conclure que la
fonction de partition est égale a la fonction triviale pour n > 4.

46



This old version of the lecture notes is not kept up to date. For the latest version, please refer to:

https://link.springer.com/book/9783031044298

2.5 Complexes de graphes

Proposition 2.5.31. Soit v € GCy un graphe ayant au moins deux sommets et ne contenant
aucun sommet bivalent décoré par 'unité 1 € RO. Supposons que n > 4. Alors z(7y) = 0.

Démonstration. Si 7y contient un sommet univalent alors on conclut par le corollaire
précédent. Sinon, notons i + j le nombre de sommets de -y, ol1 j est le nombre de sommets
bivalents (nécessairement décoré par un élément de degré > 2, car R est 1-connexe)
et i le nombre de sommets au moins trivalents. Le nombre d’arétes de 7 est au moins

égal a 31‘;2]' . Ces arétes sont toutes de degré n — 1. De plus, les décorations des sommets

bivalents contribuent au moins 2 au degré chacune, donc la forme w’ () est de degré

au moins #(n — 1) + 2j. Elle est intégrée sur 1'espace FM,;(i + j) qui est de dimension
(i + j)n. La différence entre ces deux nombres vérifie :

3i+2j
2

1
deg w' (y) —dim FMy (i +7) > nm=1)+2j—(i+j)n= E((i+]’)(n—3) —j(n=>5)).
(2.5.32)
Cette derniére expression est strictement positive sin > 4 eti + j > 2. La forme w’ ()
est donc de degré supérieur a la dimension de I'espace sur lequel on l'integre, elle est

donc nécessairement nulle. O

Malheureusement, le résultat de [CM10] ne s’applique pas au cadre SA (nous n’avons
pas réussi a déterminer quel type de formes [CM10] utilisent) : ils utilisent une opération
Ay 2 Opa (M xN) = Of, (M x N) qui ne différencie que par rapport aux coordonnées de
M (avec d = d,; + dy;). Cette opération est bien définie pour les formes de de Rham (il
suffit de ’exprimer en coordonnées locales) mais il semblerait qu’elle n’existe pas pour
les formes PA. (Plus précisément, il faudrait trouver une opération dp; : Qp, (M x N) —
Q;Xl (M xN) tellequesi T : M x N — M est la projection, alors d(7r,a) = 71, (dya) ; cela
ne semble pas possible.)

Nous pouvons cependant contourner cette difficulté.

Définition 2.5.33. Soit fGC% le quotient de fGCy, par la relation y ~ z(7) pour  un
graphe avec un unique sommet.

Notons que z € GC}, factorise évidemment par GC?%, ce qui produit un élément
z € (GC%)V. Considérons I'idéal I C fGCY engendré par les graphes ayant au moins un
sommet bivalent décoré par 1 € R. Par un argument classique en théorie des complexes
de graphes, cet idéal est quasi-isomorphe a l'idéal fLoop,, engendré par les graphes
circulaires (les graphes connexes sans décoration dont tous les sommets sont bivalents).
La fonction de partition s’annule sur ces graphes circulaires, donc Z € (GC%)Y est
homotope a un élément de la sous-dg-algebre de Lie (GCy/ LoopR)V‘ L'argument de la
proposition précédente montre que cette dg-algébre de Lie s’annule dans le degré qui
nous intéresse, ce qui permet de conclure finalement que z est homotope a zéro, ce qui
permet de déduire que :

Proposition 2.5.34. Les morphismes d’ADGC associés d z et z, sont homotopes.
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Nous avons défini Graphs g (U) comme le produit tensoriel Graphs}{(U) ®sccy R. Nous
savons également que 'ADGC fGCy, est quasi-libre et que le f{GCr-module Graphs’, (U)
est quasi-libre. Donc si deux morphismes f{GCr — R sont homotopes, les ADGC associés
Graphsy (U) ®¢gc, R sont quasi-isomorphes. Cela nous permet donc de conclure que

Graphs (U) est quasi-isomorphe (en tant qwADGC) a Graphs%(ll), construit de la méme
maniere que Graphs, (U) mais en utilisant z, a la place de z ans le produit tensoriel.

2.6 Fin de la preuve

Nous pouvons maintenant nous attaquer a la derniére partie de la preuve. On montre
assez facilement que l’application quotient Graphs% (U) — G4 (U) est compatible avec
la différentielle et le produit. Nous allons montrer que c’est un quasi-isomorphisme.
Grace au théoreme de Lambrechts et Stanley [LS08a], nous savons que les nombres
de Betti de G4 (U) sont les mémes que ceux de FM,,;(U). Il suffira alors de montrer que
Graphs, (U) — pa (FMyr (L)) est surjective en cohomologie.

L'assertion contenue dans la définition suivante est claire :

Définition 2.6.1. Soit Graphs%(ll) le quotient de Graphs%(ll) obtenue en remplacant
toutes les décorations par des éléments de A.

L'application Graphs?2 (U) — G4 (U) se factorise clairement par le quotient.
Lemme 2.6.2. L'application Graphs% u) —» Graphsg (U) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On filtre les deux complexes par le nombre d’arétes. Sur la page E° de
la suite spectrale associée, il ne reste plus que la différentielle interne de R et A. Les
deux pages E! sont donc données par Graphs%* o (U) et Iapplication entre les deux est
l'identité. Par des théorémes classiques sur les suites spectrales, le morphisme de départ

est donc un quasi-isomorphisme. O
La proposition suivante va nous occuper presque jusqu’a la fin de la preuve :
Proposition 2.6.3. L'application quotient Graphs?4 (U) — G4 (U) est un quasi-isomorphisme.

Filtrons les deux complexes par le nombre d’arétes moins le nombre de sommets,
c’est-a-dire :
F,Graphs (U) = (T | #Ep — #V <), (2.6.4)

et de méme pour G, (U) (avec l'interprétation graphique de G, (U) présentée plus haut :
les relations préservent la filtration). Il est clair que I'application quotient préserve la
filtration.

Sur la page EOGraphS% (U), il ne reste plus que la différentielle interne, la différentielle
contractante, et la partie coupante de la différentielle qui déconnecte un sommet interne
univalent. Cette partie coupante s’annule avec la partie de la différentielle qui contracte
l'aréte en question grace au Lemme 2.1.11. Sur la page E°G, (), il ne reste que la diffé-
rentielle interne de A. Nous pouvons donc scinder les complexes en termes de partition
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de U via les composantes connexes : les parties restantes de la différentielle préservent la
connexité.

Définition 2.6.5. Notons E%raphs%(ll) (resp. EY% 4 (U)) le sous-complexe constitué par
les graphes connexes.

Lemme 2.6.6. 1l y a un scindage, o1l la somme est sur toutes les partitions 7t de U :

EOGraphs%(U) =P R EOGraphs94<V>. (2.6.7)

T Ver

Un scindage similaire existe pour EG 4 (U). L'application quotient EOGraphsg (U) — E% 4 (U)
préserve le scindage.

Il nous suffit alors de montrer que :
Lemme 2.6.8. L'application EOGraphsg(U) — EY% 4 (U) est un quasi-isomorphisme.

Grace a la relation de symétrie, "ADGC E°G ,(U) est isomorphe au produit tensoriel
de A avec la partie connexe de H* (Conf. (U)), que I'on dénotera par e/ (U) pour des
raison qui seront claires dans le Chapitre 4. On a

‘ U siie N
dimHl(emu)):{(#u 1!, st (n—1)#U - 1); (269)
0, sinon.

Les éléments en degré (n — 1) (#U — 1) se représentent par des graphes connexes sur #U
sommet modulo les relations d’Arnold. Le morphisme EOGraphsg(U) - A®ey(U)est
clairement surjectif en cohomologie (on représente a ® [I'] par pj (a)I" pour n'importe
quel représentant fermé de I'). Il nous suffit donc de montrer que les nombres de Betti
coincident. On peut calculer ces nombres par récurrence sur #U :

dim H' (% , (L)) = dim H'(A), si U est un singleton;
AT #U = 1) - dim HTY(EOG (U \ {u))), pouru € Uet#U > 2.
(2.6.10)

Lemme 2.6.11. Le complexe E%raphs%(U} vérifie les mémes relations de récurrence.

Démonstration. Commencons par le cas #U = 1. Il existe une homotopie explicite qui
montre que le complexe EOGraphsg(U) a la méme cohomologie que A. On peut la repré-
senter graphiquement par :

R (2.6.12)

Soit maintenant U un ensemble fini a au moins deux éléments et fixons u € U.
notons C,, C EOGraphs94<U> le sous-complexe engendré par les graphes tels que u
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est univalent, décoré par 1 € A et connecté a un autre sommet externe. Clairement,

C, = ®ve U, vt equOGraphsg(U \ {u}) qui vérifie la bonne relation de récurrence sur

les nombres de Betti. L'inclusion C,, C EOGraphs%(U) est un quasi-isomorphisme : si on
note Q le quotient, ona Q = Q; & Q, ou

— Q; est le sous-module engendré par les graphes ot u est univalent, décoré par 1 et
connecté a un sommet interne,

— Q, est engendré par le reste : u est soit au moins bivalent, soit décoré par A € A=2.

On peut filtrer Q par F,Q; = {I' | #Er < s+ 1} et F,Q, = {I' | #E < s}. Alors la
différentielle sur la page E° de la suite spectrale associée envoie E°Q; sur E°Q, par
un isomorphisme, ce qui montre que Q est acyclique et donc que C,, =~ EOGraphs94<U>.
Cela permet donc de vérifier que la relation de récurrence sur les nombres de Betti de

EOGraphsg (—) est la méme que pour EOGA (). ]

Comme le morphisme est clairement surjectif en homologie, on en conclut que 1’ap-
plication quotient induit un quasi-isomorphisme sur la page E° et donc que c’est un
quasi-isomorphisme. Cela termine de démontrer la Proposition 2.6.3.

Il ne reste plus qu’a montrer que :

Lemme 2.6.13. L'application Graphs , (U) — O, (FMy,(U)) est surjective en homologie

Démonstration. Cela nécessite simplement de représenter n'importe quelle classe par un
graphe. O

Jusqu’a présent, nous avons fixé le modele a dualité de Poincaré. Pour avoir le résultat
complétement général, nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.6.14. Si A et B sont deux ADGC a dualité de Poincaré quasi-isomorphes, alors
G, (U) et Gg(U) le sont aussi.

Démonstration. La preuve fait encore intervenir les complexes de graphes. Fixons un zig-
zag de quasi-isomorphismes A « R — B. On a alors deux applications €4, €5 : R" - R
obtenues respectivement en composant le morphisme vers A ou B et 'augmentation déca-
lée de A ou B. On obtient ainsi deux complexes de graphes Graphsf{‘ (U) et Graphs;B (u) dé-
finis comme Graphs% (U) précédemment. Les applications quotient Graph sf{‘ ) - 64U
et Graphs;B (U) — Gg(U) étant des quasi-isomorphismes, il suffit simplement de montrer
que les deux complexes de graphes sont quasi-isomorphes. Quitte & multiplier l'un
des deux par un scalaire (ce qui induit un automorphisme du complexe de graphes
associé), on peut supposer que ¢, et 5 induisent la méme application en cohomolo-
gie. Les deux applications sont donc homotopes comme morphismes de complexes de
chaines R — R[—n]. homotopie induit une homotopie entre les morphismes d’ADGC
24,25 : fGCr — R. En réutilisant la technique vue plus tot, on en déduit que Graphsy
et Graphsf{’ sont quasi-isomorphes. ]

En combinant tout ce que nous venons de voir, nous avons terminé de démontrer le
Théoreme 2.2.1 pour dim M > 4. Le cas dim M < 4 se traite completement différemment :
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2.6 Fin de la preuve

— En dimension 0, la seule variété compacte sans bord simplement connexe est le
singleton RY = {0}. Le résultat est alors assez clair (voire mal défini car G, (U)
contient des éléments de degré négatif). En effet, Confo (U) est vide pour #U > 2.
On choisit 'ADGC H*(R?) = (R, d = 0) comme modele a dualité de Poincaré de
R?, avec Az = 1 ® 1. Le modéle de Lambrechts-Stanley devient Gys(roy(U) =
(S(wip) izjeu/l, dw;; = 1). Cette ADGC est clairement acyclique pour #U > 2: en
effet, si @ est un cocycle, alors & = d(wija) est automatiquement un cobord (ot

i#jel).
— En dimension 1, il n’existe aucune variété compacte sans bord simplement connexe.

— En dimension 2, la seule variété compacte sans bord simplement connexe est la
sphere S2. Or cette sphere est aussi la droite projective complexe C P!, qui est
une variété projective complexe lisse. On peut donc appliquer le résultat de Kriz
[Kri94], qui dit que pour une variété projective complexe lisse M, Gy (pyy (U) est
bien un modeéle rationnel (donc réel) de Conf,;(U). Campos et Willwacher [CW16,
Appendix B] ont également calculé explicitement la fonction de partition dans ce
cas et montré qu’elle est presque triviale par des méthodes analytiques.

— En dimension 3, grace a la conjecture de Poincaré — désormais un théoreme de
Perelman [Per(02; Per03], voir aussi Morgan et Tian [ MT07] et Kleiner et Lott [ KL08]
— la seule variété compacte sans bord simplement connexe est la sphére S°. Or
Cette sphere est un groupe de Lie : c’est le groupe spécial unitaire SU(2). Pour un
groupe de Lie G, la fibration

Confg,,(r) = Confg(r +1) » G (2.6.15)

qui ne garde que le premier point est scindée [FN62a]. Le scindage est donné
explicitement par :

Confo(r + 1) = Confc\m(r) x G,

(X, e s X,) ((xalxl,...,x(jlxr), Xg)- (2.6.16)

Comme la sphére est formelle, on peut choisir sa cohomologie A = H*(S®) =
S(v)/(v?) (avec deg v = 3) pour prendre le role de modele a dualité de Poincaré.
Dans notre cas, $° \ *+ = R?, et on sait que les espaces de configuration de R3
sont formels (Section 1.4). Combiné avec le scindage précédent, il suffit donc de
montrer que G4 (U U {0}) est un modele de S3 x Confrs (U) pour tout U. Il existe
un quasi-isomorphisme explicite (nous remercions Thomas Willwacher pour nous
l'avoir signalé) :

m:A® H*(Confgrs(U)) — G, (U U{0}),
v® 1= pyv),

]. ® CUZ']' = (UZ“ - (UO' (2.6.17)

j i — Woj-

7
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2 Modéle de Lambrechts—Stanley

52

Comme les deux ADGC ont la méme cohomologie, il suffit de vérifier que 7 est
surjectif en cohomologie. Comme la cohomologie de '’ADGC au but est engendré en
degrés 2 et 3, il suffit de le vérifier en ces degrés. C’est clair en degré 3 : si p; (v) n’était
pas un générateur, on aurait py(v) = dw ol w est une somme de w;;, mais tous les
p;i (v) viennent par paires dans dw;;. En degré 2, c’est I'affaire d"une petite chasse au
diagramme en considérant les applications quotient G 4, (U U {*}) — H*(Confs(U))
et A® H* (Confrs(U)) — H*(Confrs(U)).
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3 Varieétés a bord

3.1 Motivation

Il est en général difficile de trouver un modele a dualité de Poincaré dune variété M
donnée. Une idée trés fréquente en topologie algébrique est de «découper » la variété M
en sous-variétés plus simples, que 1’'on recolle ensuite pour reformer M. Les sous-variétés
en question sont alors des variétés a bord, et il faut les recoller de composantes communes
de bord pour récupérer la variété M. Par exemple, on peut obtenir une surface orientée
de genre g en recollant g cylindres sur une sphére a 2¢ trous (voir la Figure 3.1 pour

g=2).

Fic. 3.1 : La surface X, obtenue en recollant une sphere a quatre trous (bleue) avec deux
cylindres (rouge et vert).

Plus formellement, supposons qu’une variété X s’écrive comme la réunion de deux
variétés M et M’ le long de leur bord commun 0M = dM’ = N. Il existe une formule qui
permet d’exprimer les espaces de configuration de X en fonction de ceux de M, M’ et
N. Supposons que I'on a choisi un voisinage tubulaire N x R < X = M Uy M’ de N tel
que N x {0} est le bord commun de M et M', N x R_g est inclus dans M et N x R est
inclus dans M’ (voir Figure 3.2).

Alors la collection la collection Confy,g = {Confyy g (U)}] fini €St Un «monoide» (a
homotopie prés dans la catégorie des collections symétriques). Choisissons un plonge-
ment R U R < R (par exemple en identifiant le premier facteur a R _ et le second a
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3 Variétés a bord

Fic. 3.2 : La surface ¥, vue comme ¥ ; Ugi g 21 1-

R ). Alors on a un plongement induit N x R U N x R = N x R, qui induit, pour des
ensembles finis U et V, un plongement :

Confy,r (U) x Confyr, g (V) = Confy, g (U U V). (3.1.1)

On peut représenter cette opération par la Figure 3.3. Cette collection d’applications
vérifie des relations de compatibilité avec les bijections U — U et V — V. De plus, elle
vérifie une relation d’associativité a homotopie prés, et une relation d"unité a homotopie
pres (1'unité étant la configuration vide).

.y
: U3
. — : Uq
: Uy °
Uy : ‘e

Fic. 3.3 : Confy,r est un monoide.

Remarque 3.1.2. La collection Confy;,z ne forme pas un monoide strict : ’associativité
et I'unité ne sont valables qu’a homotopie prés (comme dans un espace de lacets, par
exemple). Il est possible d"utiliser un point de vue qui regle ce probleme grace a la théorie
des opérades (Section 4.3.1). Dans la Section 3.3, nous allons définir des compactifications
aFMy () de Confyy g (7) telles que aFMy; soit un monoide strictement associatif et unitaire.

De la méme maniere, la collection Conf; = {Conf,,;(U)} est un module & droite (a
homotopie pres) sur Confy,r (Figure 3.4). Choisissons un collier autour de N = oM,
c’est-a-dire un plongement N x R,y < M tel que I'image de N x {0} est M. En utilisant
ce collier, on obtient des applications, illustrées dans la Figure 3.4 :

Confy (U) x Confy, g _ (V) — Confp (UL V). (3.1.3)

Enfin, Conf,; est un module a gauche (a homotopie pres) sur ce monoide. Les espaces
de configuration de X = M Uy M’ vérifient alors la formule suivante, qui utilise les
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3.2 Modeéles a dualité de Poincaré—Lefschetz

F1c. 3.4 : Conf); est un module a droite sur Confy, .

structures algébriques que nous venons de définir :

Confy (U) = (Confypy ®cont,,, , Confpr) (U)

::( | | ConfM(V)xConfM,(V’)>/~, (3.1.4)
u=vuv’

ot la relation ~ est donnée par (x - y,z) ~ (x,y - z) pour tout x € Conf,,;, y € Confy,r et
z € Confy;, comme dans un produit tensoriel.

Notre objectif, dans ce chapitre, sera de définir un modéle pour le type d’homoto-
pie réelles des objets Confyy,r et Conf,; qui tiennent compte des structures algébriques
ci-dessus (Section 3.3). Dans la Section 3.4, nous simplifieront le modeéle pour Conf),
pour obtenir un modéle «a la Lambrechts—Stanley ». Sauf mention contraire, les résul-
tats proviennent de l'article [ CILW18], en collaboration avec Campos, Lambrechts et
Willwacher.

Remarque 3.1.5. Les résultats ci-dessous concernent essentiellement les variétés simple-
ment connexes et ne s’appliquent donc pas aux surfaces compactes autres que S? et
D2. Dans [CIW19], avec Campos et Willwacher, nous avons généralisé le résultat de
la Section 3.4 aux espaces de configuration a reperes (cf. Section 4.3.2) des surfaces
orientées.

3.2 Modeles a dualité de Poincaré-Lefschetz

Pour les variétés compactes sans bord, la construction du modele de Lambrechts—
Stanley reposait sur la notion ’ADGC a dualité de Poincaré, qui donne un accouplement
non-dégénéré Ak g A"k S R pour tout k € Z. Pour les variétés compactes a bord, cette
dualité est remplacée par la dualité de Poincaré-Lefschetz. Si (M, M) est une variété
compacte orientée a bord de dimension 7, alors I'évaluation sur la classe fondamentale et
le cup-produit induisent un accouplement non-dégénéré HY"M) @ H" * (M, oM) - R
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3 Variétés a bord

pour tout k € Z. Dans cette section, nous allons expliquer comment adapter la définition
des ADGC a dualité de Poincaré a ce cadre.

Soit (M, dM) une variété compacte orientée a bord de dimension n. Supposons que
'on se donne un modele de l'inclusion i : M — M, c’est-a-dire un morphisme d’ADGC
A1 B = B, tel qu'il existe un zigzag de quasi-isomorphismes :

l/’\ l lﬁ : (3.2.1)

Alors O, (M, M) est quasi-isomorphe (en tant que complexe de chaines) au «noyau
homotopique» de A, c’est-a-dire au complexe :

hoker()) = (B* @ By™!, d(x,y) = (dx,A(x) +dy)). (322)

Le noyau «standard » K := ker(A) s’inclut dans hoker(A) par x — (x,0). Par des argu-
ments généraux, on peut toujours trouver un modele A qui est surjectif. Dans ce cas,
I'inclusion ker(A) — hoker(A) est un quasi-isomorphisme.

La dualité de Poincaré-Lefschetz nous dit que la cohomologie de B et celle de K sont
duales. Si le bord est non vide, il n’est pas raisonnable de chercher un accouplement
non-dégénéré entre B et K. En effet, comme dim K < dim B, il est impossible que K et B
s’accouplent de maniere non-dégénérée. Cherchons par quoi nous pourrions remplacer
cet accouplement. Dans une ADGC a dualité de Poincaré, I’accouplement est induit par
une forme ¢ : A" - R qui est compatible avec la différentielle, c.-a-d. € o d = 0. Cette
forme représente I’évaluation sur [M] € H, (M), ou encore l'intégrale sur M. Dans une
variété a bord, I'intégrale d'une forme exacte n’est pas nécessairement nulle : on a la
formule de Stokes, qui dit que [ e = faM a|5p1- Une partie de la structure d’ADGC
a dualité de Poincaré-Lefschetz devient donc la donnée de deux formes, ¢ : B* - R
etey: Bg_l — R, qui représentent respectivement les intégrales sur M et dM, et qui
doivent vérifier la relation e o d = €, o A.

La forme ¢, induit des accouplements Bg ® Bg'l'i — R, et nous allons demander
qu’ils soient non-dégénérés pour tout k € Z. La forme ¢ induit des accouplements B' ®
B"~" - R, mais ceux-ci ne sont pas compatibles avec la différentielle. On peut cependant
restreindre un des deux facteurs au noyau pour obtenir des accouplements B'® K"~ — R
qui sont bien compatibles avec la différentielle mais qui sont nécessairement dégénérés
pour certains i. On est alors amenés a considérer le quotient P := B/I ou

I={eB|{k =0 Vk € K}. (3.2.3)

Les accouplements passent au quotient par définition et induisent de nouveaux accou-
plements P! ® K"~" — R Ceux-ci sont potentiellement non-dégénérés : c’est ce que nous
allons demander aux paires a dualité de Poincaré-Lefschetz. L'autre condition demande
que P reste un modele de M. On obtient donc la définition suivante :

56



This old version of the lecture notes is not kept up to date. For the latest version, please refer to:

https://link.springer.com/book/9783031044298

3.2 Modeéles a dualité de Poincaré—Lefschetz

Définition 3.2.4. Une paire a dualité de Poincaré—Lefschetz est la donnée d’un morphisme

A
surjectif /ADGC B = B et de deux formes ¢ : B" —» R, ¢, : B4™! > R, vérifiant les
propriétés suivantes :

— lapaire (B, €,) estune ADGC a dualité de Poincaré (donc en particulier e;od = 0);
— la formule de Stokes € o d = ¢, o A est vérifiée;

— le morphisme 605 : B » KV[—n] (ot K = ker(A) et [—n] est la suspension) défini
par 05 (b) (k) := e(bk) est un quasi-isomorphisme surjectif.

Remarque 3.2.5. Les modeles a dualité de Poincaré-Lefschetz sont inspirés par (et gé-
néralisent) les modeles «pretty» surjectifs de Cordova Bulens, Lambrechts et Stanley
[CLS19].

Dans ce cas, on peutnoter P = B/Ioul = ker 8. Alors d"une part1’application quotient
B — P est un quasi-isomorphisme, et d’autre part 'accouplement B’ ® K"~* — R passe
au quotient et induit un accouplement non-dégénéré P! ® K"~/ — R pour touti € Z.
On peut représenter cette situation par le diagramme suivant :

@077 K= ker A ¢--"-- (M, OM)
/;01\'3’%
| I
P:=B/l ¢———— B ¢-----"----—- > O (M) (3.2.6)
l/\ lz*
By ¢----- s > (O (M)

Exemple 3.2.7. Soit M = D" le disque de dimension n. Un modeéle surjectif de l'inclusion
oM = $"~! C D" est donné par la paire B 2 B, out

- B; = R(1,v,,_;) est de dimension 2 avec degv = n — 1 et % =0;

- B=R(1,v,,_;,w,) est de dimension 3 avec degw = n, dv = w et tous les produits
non-triviaux s’annulent;

- A:B — Byestdéfinipar A(1) =1,A(v) =vetA(w) =0.

Les orientations € : B" - Rete, : Bg_l — R sont respectivement données par e(w) = 1
et e5(v) = 1. Cela définit une paire a dualité de Poincaré-Lefschetz. Le noyau K = ker A
est simplement R(w) concentré en degré n. Lapplication 65 : B - KY[—n] est donné
par 05(1) = wY et 5(v) = Og(w) = 0.Onadoncl = R(v,w) et P = B/l = R1.
L'accouplement K < P apparie simplement 1 et w.

Exemple 3.2.8. On peut généraliser cet exemple a toute variété obtenue en retirant un
disque a une variété fermée. Si A est une ADGC a dualité de Poincaré, on peut définir
une paire a dualité de Poincaré-Lefschetz en posant By = R(1,v,,_;)etB = A® R(v,,_;)
avec dv = vol,.
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3 Variétés a bord

Proposition 3.2.9 ([CILW18, Proposition 2.5]). Toute variété compacte simplement connexe
a bord simplement connexe de dimension au moins 7 admet un modéle a dualité de Poincaré—
Lefschetz.

Démonstration. La preuve est inspirée de celle du théoreme principal de [LS08b]. L'idée
est la suivante. Par des arguments standards en théorie de I'homotopie rationnelle, on
peut trouver un morphisme surjectif ’/ADGC p : R — R, qui s’insere dans un diagramme
comme suit :

R ——— O*(M)

lp lrestriction (3 2.10 )

Ry —— O (oM).

On peut également supposer que R et R, sont simplement connexes (R" = Rg =Ret
R! = Rg = 0), que R% C kerd et que (ker p)2 C kerd. Grace au théoréeme de [LS08b],
on peut aussi supposer que R vérifie la dualité de Poincaré de dimension n — 1.

Les orientations sont définies par ¢ : R =S 0 M) L Rete 5 Ry = O* (0M) =24,
R. Elles vérifient la formule de Stokes car les intégrales sur M et dM la vérifient, et elles
induisent en cohomologie la dualité de Poincaré-Lefschetz. Cependant, en général, elles
n’induisent pas une dualité au niveau des chaines : il peut exister un élément x € R (resp.
y € Ry) tel que e(x-—) = 0 (resp. e5(y - —) = 0). On appelle ces éléments des orphelins.

L'ensemble des orphelins forme un idéal, et si I’on tue les orphelins, alors le quotient
vérifie la dualité de Poincaré-Lefschetz. L'idéal des orphelins n’est toutefois pas acyclique
en général, donc le quotient n’a pas nécessairement le bon type d’homotopie. En effet,
si 0 est un cycle orphelin, on sait (par dualité de Poincaré-Lefschetz en cohomologie)
qu’il est le bord d’un certain z; mais z peut ne pas étre lui-méme un orphelin. L'idée
de [LSO8b] est de rajouter de nouvelles variables formelles pour chaque orphelin, degré
par degré, en ne changeant pas le type d’homotopie mais en faisant en sorte que 1'idéal
des orphelins soit acyclique dans l’algebre étendu.

Soit Kz = kerpet 6y : R > KY[—n] le morphisme donné par 6y (r) (k) = e(rk). L'idéal
des orphelins est donné par :

O =kerfy ={y € Kz | Vx €R, eg(xy) = 0} C Ky. (3.2.11)

Soitk > 0.On dit que les orphelins sont k-semi-acycliques si H () = Opourn/2+1 < i <
k. Cette condition est vide si k = n/2. La dualité de Poincaré-Lefschetz en cohomologie
entraine que si O est (n + 1)-semi-acyclique, alors il est acyclique.

Supposons donc que O est (k — 1)-semi-acyclique pour n/2 < k-1 < n+ 1et
montrons que 1’'on peut remplacer (R, R,) par un nouveau modele dont les orphelins
sont k-semi-acycliques. L'objectif sera de construire une extension de la suite exacte

courte :
0

\
7

» Ry > 0
H (3.2.12)

D —— I

» Kp ©
> Ky

» Ry » 0

N2
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3.2 Modeéles a dualité de Poincaré—Lefschetz

ainsi qu'une extension € de ¢ (qui vérifie toujours la formule de Stokes) de sorte que les
orphelins de (R, Ra) sont k-semi-acycliques.
Soit I = dim(O* Nkerd) — dim(d(O*~1)) et choisissons des cyclesay, ..., a; € Ok tels
que:
Of nkerd = d(OF 1) ® (ay, ..., a)). (3.2.13)

Ces cycles sont les obstructions a la k-semi-acyclicité de (. Par définition, 8y («;) = 0.
Comme 6 est un quasi-isomorphisme (la paire (R, R,) vérifie la dualité de Poincaré—
Lefschetz en cohomologie), on peut donc trouver 9/ € Kk™1 tel que dy! = a;.

Soit m la dimension totale de H* (R) = H* (M), qui est (par dualité) aussi la dimension
totale de H*(Ky) = H* (M, 0M). On choisit des cycles hy, ..., h,, € R qui forment une
base en cohomologie. Par dualité, on peut trouver k), ..., h;,, € Ki qui forment une base
en cohomologie et tels que e(h;/1;) = ;. On définit alors :

vi= =) e(yjhphi € KL (3.2.14)

]

Un petit calcul montre que dv; = d7y; = a; et que pour tout cycley € R, e(7;) = 0. On
peut alors étendre R en posant :

R:=(R®S(cy, ., cp, Wy, ..., w)),de; = a;,dw; = ¢; — ;). (3.2.15)
deg=k—1 deg=k-2

On vérifie que I'inclusion R C R est un quasi-isomorphisme, que p s’étend en g : R - R
par p(c;) = p(w;) = 0. Soit T un complément de d(A) dans A. Alors ¢ s’étend par (ot
xeAetteT):

- &(x) = e(x);

— 8(wdx) = (=1)*e(y,x);

— &(cicp) = —e(7));

- &(w;) = &(w;t) = &(c;) = &(c;x) = é(cic]-x) = §(ciwj) = é(ciw]-x) = é(wiw]-) =

é(wiw]-x) =0,

— &s’annule sur les éléments de degré différent de n.
Il ne reste alors plus qu’a montrer que (R, R;) est tel que son idéal d’orphelins est k-semi-
acyclique. On se référe a [CILW18] pour les détails exacts. O

Nous avons également un analogue de la classe diagonale : si {x;} est une base graduée
de K et {x}/ } est la base duale de P, alors on définit un cocycle de degré n par :

Agp =Y (—=1)%8%x, @ xY €K ® P. (3.2.16)
i

Pour plus de simplicité on définit également Ap comme étant I'image de Agp par 'ap-
plication K ® P = B® P -» P ® P. On peut également interpréter Ap en dualisant la
multiplication K® K — Ken un coproduit P[—n] — P[—n] ® P[—n]; alors Ap est 'image
de 1 par ce coproduit. On a notamment (x ® 1)Ap = (1 ® x)Ap pour tout x € P.

Nous aurons également besoin d’un élément particulier. Soit s : By — B une section
(linéaire) de A, quin’est bien stir en général pas un morphisme d’algébre ni un morphisme
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3 Variétés a bord

de complexes de chaines. Cependant, on a s(dx) — ds(x) € K pour tout x € B, (car
A(s(dx)) = dx = dA(s(x)) = A(ds(x))). L'éléments € B ® Bg correspond a un élément
g € B® B, (de degré n — 1) par la dualité de Poincaré de B, tel que doy € K ® B,. On
vérifie facilement que (id ® ) (dog) = Agp.

Exemple 3.2.17. Reprenons I'Exemple 3.2.7. Dans cet exemple, la classe diagonale vaut
Axp = w ® 1 et le seul choix possible de oz est 1 ® v + v ® 1. La différentielle de o est
1® w+ w ® 1 qui se projette bien sur Agp parid®7: K® B - K® P.

3.3 Modele graphique

Soit M une variété compacte de bord dM = N. Notre objectif va étre de définir un
modele pour le monoide Confy;, g et son module Conf,; en termes de complexes de
graphes (comme dans la Section 2.5). Pour des raisons de contravariance, le modéle de
Confyr sera un comonoide dans la catégorie des collections symétriques d’ADGC, et le
modele de Conf); sera un comodule sur ce comonoide.

3.3.1 Compactifications

Soit N une variété compacte sans bord de dimension n — 1. Il y a une action naturelle de
R sur Confy, g par multiplication sur le deuxiéme facteur. Nous allons définir une
compactification afMy (U) de 'espace Confy, g (U) telle que la collection afMy, forme
un monoide strictement associatif et unitaire dans la catégorie des suites symétriques
d’espaces topologiques (le symbole «a» est pour «algebre»). Supposons que N soit
plongé comme une sous-variété SA de R pour D assez grand. Alors on définit plusieurs
applications :

— Pouri e U,
pi: CoanxR>O(U) - N (3.3.1)

est simplement la projection sur le ieme point suivie de la projection sur N.

— Lespace SP=1x[0, o] est quotienté par la relation (x, 0) ~ (y,0) et (x, o) ~ (y, o)
pour tout x,y € SP~1. Alors on définit, pour i # j, 0;; : Confyyr_, (L) — sP-1 x
[0, c0]/~ sur un élément (x, h) = (x;, h;);ci; € CoanxR>0(U) par:

X, —X; h
T » (332)

H(Lh) = ( 77
El llx; — X]-|| h]'

ou par convention % = oo et x oo = co.

— Enfin, pouri # j # k # i, on définit 5z'jk : CoanxR>0(U) — [0, +00] x [0, +00] par:

(3.3.3)

|m—nuw—mn

Syt = ( ,
i e — xgll” 1By —
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Ces applications sont clairement invariantes par 1’action de R et définissent un
plongement :

CoanxR>0(u)/R>O o NU x (SD—Z x [0, oo]/N)Conqu) x ([0, +o0] x [0, +oo])Confu(3)‘

(3.34)

On définit aFMy (U) comme étant I’adhérence de ce plongement. On peut vérifier que

c’est une variété SA a bord de dimension n#U — 1. Il est instructif d’étudier, par exemple,

le cas ot U = {1,2} a deux éléments. L'espace aFMy;(U) a alors quatre «strates», que
nous allons numéroter de I a IV (cf. Figure 3.5) :

I. (codimension 0) I'intérieur, homéomorphe a Conf NxR., (U)/R; il contient les

configurations «classiques»;

II. (codimension 1) les configuration ((xy,h), (x5, h,)) telles que h, /h; = oo, c’est-a-
dire que le deuxiéme point est infinitésimalement proche de N x {oo} (et donc le
premier est infinitésimalement proche de N x {0}) — cette strate est homéomorphe
aNxN;

III. (codimension 1) les configuration ((x;,h;), (x5, h,)) telles que h,/hy = 0, c'est-a-
dire que le premier point est infinitésimalement proche de N x {oo} (et donc le
deuxiéme est infinitésimalement proche de N x {0}) — cette strate est homéomorphe
aNxN;

IV. (codimension 1) les configurations ((x;, 1), (x5, hy)) telles que (xq,hy) = (xp,hy),
c’est-a-dire que les deux points sont infinitésimalement proches 1'un de 'autre —
cette strate est homéomorphe au fibré normal de Ay x {1} C N? x R_,.

1
VERN

I 1 1v

/LN
UL

Fic. 3.5 : Strates de aFMy;(2).

La collection de tous les aFMy; forme un monoide. Concretement, si U et V sont deux
ensembles finis, on définit une application :

afMy (U) x afMy (V) — afM (U U V), (3.3.5)

visuellement en recollant la composante N x {oo} du premier terme avec la composante
N x {0} du second.
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Supposons maintenant que dM = N. Nous pouvons définir une compactification
mFM((U) de Confy,(U) qui est un module a droite sur le monoide aFMy; (le symbole «m»
est pour «module»). Dans l'intérieur de M, la compactification est construite comme la
compactification FM,, de la Section 2.3. Sur le bord, elle est construite en recollant aFMy; a
I'aide d'un collier N x R.; = M. Nous obtenons ainsi une variété compacte SA a bord
de dimension n#U. Il y a des applications mFM,; (L) x aFMp (V) — mFM, (U U V) qui en
font un module & droite sur aFMy;.

/¢x
I
¢ Y ¢ X x
VI VI VI \\

o-o-/

FiG. 3.6 : Strates de mFM,;(2).

Il est également intéressant de s’intéresser a la décomposition en strates de la variété
a coins mFM,({1,2}). L'espace mFM,,({1,2}) a huit strates, numérotées de I a VIII (cf.
Figure 3.6) :
I. (codimension 0) les deux points restent a l'intérieur de M et éloignés 1'un de l'autre,
homéomorphe a Conf; (2);
II. (codimension 1) le deuxieme point est infinitésimalement proche du bord, homéo-
morphe a M x OM;
III. (codimension 1) le premier point est infinitésimalement proche du bord, homéo-
morphe a dM x M;
IV. (codimension 1) les deux points sont infinitésimalement proches 1'un de 'autre
mais loin du bord, homéomorphe a 9FM,;(2) ;
V. (codimension 1) les deux points sont infinitésimalement proches du bord, homéo-
morphe a Confy, g (2)/R, = strate I de aFMy;(2)
VI. (codimension 2) les deux points sont infinitésimalement proches du bord mais le
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deuxiéme est infiniment plus proche de N x {oo} que le premier, homéomorphe a
N x N = strate II de aFMy;(2) ;
VII. (codimension 2) situation inverse de la précédente, homéomorphe a N x N = strate
III de aFMy;(2) ;
VIII. (codimension 2) les deux points sont infinitésimalement proches du bord et infini-
tésimalement proches 1'un de 1’autre, homéomorphe a la strate IV de aFMy;(2).

IIn’est pas aisé de se représenter ces espaces, car leur dimension augmente rapidement :
dim afMy (U) = n#U — 1 et dimmFM,,;(U) = n#U. Penchons-nous cependant sur le cas
M =[0,1], N = dM = {0, 1}. Nous allons dessiner des espaces homéomorphes a aFMy;(2)
et mFM, ;(2) pour illustrer la maniére dont les strates définies précédemment s’intersectent.
Les dessins ne seront bien stirs pas completement fideles a la réalité : nous projetons des
sous-espaces de R* sur une feuille de dimension 2.

L'espace N x R est une réunion disjointe de deux demi-droites ouvertes. Son car-
ré, (N x R_)?, est une réunion disjointe de quatre quarts de plans ouverts, indexés
N2 = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}. Pour obtenir I'espace CoanX]R>0 (2), il faut retirer les
diagonales des quarts de plans indexés par (0,0) et (1,1). Cela donne graphiquement
la Figure 3.7, ou les traits en pointillés représentent des parties manquantes de 1'es-
pace (qui est censé s’étendre vers l'infini dans deux directions, ce que nous ne pouvons
représenter).

(0,0 (0,1) (1,0) (1, 1)

Fic. 3.7 : Lespace Confy, g _ (2) (en noir), son quotient par R, (en rouge) et les strates
du bord de aFMy;(2), pour N = {0, 1}.

Lintérieur de afMy(2) est le quotient de Confy, g _ (2) par l'action de R, sur les
deuxiémes facteurs (i.e. A - ((x, 1), (x',t")) = ((x,At), (x',At"))). Dans le cas présent, cet
espace est la réunion disjointe de six intervalles ouverts, représentés par exemple par les
configurations du type ((x, 1), (x',t")), cf. la partie rouge de la Figure 3.7.

Finalement, la compactification aFMy;(2) est obtenue en rajoutant des composantes
de bord a CoanxR>0 (2)/R . Ici, il faut rajouter les deux extrémités de chacun des
six intervalles qui composent Confy,g_ (2), pour un total de douze points : la strate II
correspond au cas ot le deuxiéme point part a I'infini (t'/t — +o0), la strate IIT au cas
ol le premier point part a l'infini (#'/t — 0), et la strate IV au cas ot les deux points
convergent vers la méme position (x = x" et t/t' — 1).

Décrivons maintenant mFM,,(2) pour M = [0, 1]. Son intérieur, Conf,;(2), est un carré
ouvert dont la diagonale a été retirée. Son bord omFM,;(2) est lui-méme une variété a
bord. Lintérieur du bord est constitué de neuf intervalles :

— les quatre cotés du carrés : deux pour la strate II (le premier point tend vers le
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bord) et deux pour la strate III (le deuxieme point tend vers le bord) ;
— deux de chaque «co6té » de la diagonale, formant la strate IV ;

— six intervalles qui forment la strate V (les deux points tendent vers le bord a des
vitesses différentes pour ne pas se percuter) et qui relient les intervalles précédents
selon une combinatoire encodée dans la Figure 3.6.

Nous avons représenté un espace homéomorphe a mFM,,;(2) avec ses strates sur la
Figure 3.8. Pour les besoins de la visualisation, nous avons représentés les deux extrémités
des segments qui composent la strate V comme €éloignés les unes des autres. Elles se
projettent en réalité sur les coins du carré M? = [0, 1]2. De méme, les deux segments de
la diagonale (strate IV) se projettent sur la diagonale Ay, = {(x,x) | x € M} C M?.

II

III v

v I

II

Fic. 3.8 : L'espace mFM( 17(2) et ses strates de codimension 1. Les petits segments (en noir)
font tous partie de la strate V.

3.3.2 Propagateurs

Supposons que la paire (M, M = N) a un modele a dualité de Poincaré-Lefschetz
comme dans la Section 3.2 :

N _
accf\f’%&: 7 K = ker A

7z ée
, 7. g\C)(\
’
VA

P := B/ ker 0y «—— B +—— R ; > Opp (M) (3.3.6)

y} T Jrs

Ry —=— O (IM)
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Remarque 3.3.7. Si (M, dM) n"admet pas de modéle a dualité de Poincaré-Lefschetz, il
sera quand méme possible de définir des complexes de graphes, en décorant les sommets
par des éléments de S(H*(M) @ H* (M, 0M)) et S(H* (OM)) au lieu de B et B, [CILW18].

On note Agp € K ® P la classe diagonale, Ap € P ® P son image dans P ® P et
0 € B ® B, la «section» (qui vérifie (7 ® id)(dog) = (1 ® A)(Agp)). Grace a des
arguments assez simples, on peut relever tous ces éléments en des éléments A € R ® R
etor € Ry ® Ravecdor € R, ® ker p. Désormais, on fixe ces relévements.

Proposition 3.3.8. Il existe une forme @, € Qi (aFMy (2)) telle que :
— la forme est fermée : dg,, = 0;

— la restriction de ¢, a la strate IV de daFMy;(2) (les deux points sont infinitésimalement
proches, x| ~ x,) est une forme angulaire globale;

— la restriction de ¢ d la strate II de daFMy;(2) (le deuxiéme point part a l'infini, x, — oo)
est égale d 0 := (id ®p) (0R);

— la restriction de ¢ d la strate I1I de daFMy;(2) (le premier point part a l'infini, x; — oo)
s’‘annule;

— pour tout élément de w € Ry, on a fy @a(x,y)a(y) =0.

Démonstration. Soit 1 une forme angulaire globale de la strate IV, étendue en une forme
dont le support est contenu dans un voisinage de cette strate. Sa différentielle di est
fermée et son support est disjoint de la strate IV et de la diagonale; elle représente donc
une classe de

H*(N xN x[0,1], N x N x{0,1}) = (H*(M) ® H*(M))[-1]. (3.3.9)

On vérifie grace a la formule de Stokes que dy + 05 A d(1 — t) est le bord d"une forme 7y
de M x M x [0,1]. On pose donc ' := ¢ — ¢y + 05 A (1 — t). La forme 7 s’annule sur le
bord et donc ne change pas le comportement sur les trois strates; les deux autres formes
donnent exactement ce que ’on voulait sur les strates II et III, o ¢ s’annule. Enfin, pour
avoir la derniére propriété, on remplace ¢’ par

Py =Y+ fg P15(09)30dt £ f3 Po3(0g)z1dt F 13’4 ¥34(09)23(09)14- -
Proposition 3.3.10. I existe une forme ¢ € Qixt (mFM1(2)) telle que :
— sa différentielle vérifie dp = Ay ;
— sur les strates I (x, — dM), III (x; — M) et V (x1,x, — dM), on a respectivement :
Py =g, Pl =0, @y = @, (3.3.11)
— surla strate IV (x = x,), @ est une forme angulaire globale;
— pour toutx € R, ona fy e, y)a(y) =0.

Démonstration. La démonstration est similaire aux précédentes; il faut simplement tenir
compte de plus de strates. O
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3.3.3 Complexes de graphes

Nous allons maintenant définir des modeles de aFMy; et mFM,,, dans la lignée de la
Section 2.5.
Soit U un ensemble fini. Le complexe de graphes aGraphs R, (U) est engendré par des

classes d’équivalences de graphes du type suivant :

— le graphe a un ensemble de sommets dits «externes» en bijection avec U et un
ensemble fini quelconque I de sommets dits «internes»;

— chaque sommet est décoré par un élément de R ;
— les arétes sont dirigées;

— les arétes sont de degré n — 1, les sommets internes de degré —n, les décorations
ont le méme degré que dans Rj.

Le produit sur aGraphs R, consiste a recoller deux graphes le long de leur sommets
externes. Le coproduit A : aGraptha uuv) - aGraptha () ® aGraptha (V) consiste a

découper le graphe en deux parties (en sommant sur toutes les maniéres possibles de
répartir les sommets internes a gauche et a droite), en remplagant les arétes qui connecte
des sommets de deux parties différentes par o si elles vont dans le bon sens et par 0
sinon.

En utilisant I’action du groupe symétrique, on ne peut plus distinguer les sommets
internes. La procédure d’intégration décrite dans la Section 2.5.3 permet de définir un
nombre w(y) associé a un graphe y connexe ne contenant que des sommets internes, et
on pose la relation I' U 7y = w(y)I'. Enfin, la différentielle est la somme de deux termes :

— la différentielle interne dy | qui agit sur les décorations comme une dérivation;

- la différentielle contractante d ., qui est la somme sur toutes les maniéres de
contracter une aréte du graphe en multipliant ses extrémités.

Proposition 3.3.12. Il existe des morphismes aGraptha (U) — Oy (@FMy (U)) qui sont com-
patibles avec la structure de monoide de aFMy;.

Démonstration. Trés similaire a celle de la Section 2.5. O

Le complexe de graphes mGraphs, (U) est engendré par des classes d’équivalences de
graphes du type suivant :

— le graphe a un ensemble de sommets dits «externes» en bijection avec U et un
ensemble fini quelconque I de sommets dits «internes »;

— chaque sommet est décoré par un élément de R;

— les arétes sont dirigées;
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— les arétes sont de degré n — 1, les sommets internes de degré —n, les décorations
ont le méme degré que dans R.

Le produit sur mGraphs, consiste a recoller deux graphes le long de leur sommets
externes. La coaction A : mGraphs (U U V) — mGraphs, (U) ® aGraptha(V) consiste a
découper le graphe en deux parties (en sommant sur toutes les maniéres possibles de
répartir les sommets internes a gauche et a droite), en remplagant les arétes qui connecte
des sommets de deux parties différentes par ¢ si elles vont dans le bon sens et par 0
sinon, et a appliquer p : R — R sur toutes les décorations du graphe de droite.

En utilisant I’action du groupe symétrique, on ne peut plus distinguer les sommets
internes. La procédure d’intégration décrite dans la Section 2.5.3 permet de définir un
nombre W (7y) associé a un graphe y connexe ne contenant que des sommets internes, et
on pose la relation I' Uy = W(9)I'. Enfin, la différentielle est la somme de trois termes :

— la différentielle interne dy | qui agit sur les décorations comme une dérivation;

— la différentielle coupante dg;; qui est la somme sur toutes les manieres de découper
une aréte et de multiplier ses extrémités par Ay ;

— la différentielle contractante d_.,., qui est la somme sur toutes les manieres de
contracter une aréte du graphe en multipliant ses extrémités.

Proposition 3.3.13. Il existe des morphismes mGraphs , (U) — Qp, (MFM,(U)) qui sont com-
patibles avec la coaction de aFMy;.

3.3.4 Simplification de w et W

La définition des complexes de graphes ci-dessus dépendent d’intégrales («fonctions
de partition») w et W difficiles a calculer. Comme dans la Section 2.5.5, nous souhaiterions
simplifier les expressions de w et W. Malheureusement, il n'y a pas d’argument aussi
simple que dans le cas sans bord pour montrer que ces fonctions sont triviales a homotopie
pres; des techniques plus sophistiquées sont nécessaires.

Fonction de partition du cylindre sur le bord

Comme dans la Remarque 2.5.20, nous pouvons définir une algébre de Lie différentielle
graduée aGCl\{a [—1]. En tant qu’espace vectoriel, c’est le dual de 'espace vectoriel engen-
dré par les graphes connexes internes de type aGraphs R, Comme dans la Section 2.5.4,
la différentielle quadratique-linéaire de 1’algébre quasi-libre engendré par les graphes
internes induit une différentielle et un crochet de Lie sur aGCI\éa. La différentielle de

aGC%a est le dual de la partie linéaire, tandis que le crochet de Lie est le dual de la partie

quadratique. Dans aGC%a, le degré d"un graphe est (1 — n) fois le nombre d’arétes, plus
n fois le nombre de sommets, moins le degré des décorations.

Rappelons (voir la Remarque 2.5.20) qu’il y a une correspondance bijective entre les
morphismes dont la source est une ADGC quasi-libre a différentielle quadratique-linéaire
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et les éléments de Maurer—Cartan du dual du module des générateurs. Appliqué au cas
présent, cette correspondance nous dit que w correspond a un élément de Maurer—Cartan
w e aGCI\{a [—1] (c.-a-d. qu'il vérifie dw + %[w, w] = 0). Dans la base duale de la base
des graphes, on peut écrire w = Zr w(T.

La simplification de w se fait alors en plusieurs étapes. Notons que dans ce qui suit,
la valence d"un sommet est augmentée de 1 si la décoration de ce sommet est de degré
strictement positif.

1. Notons w, la fonction de partition triviale, qui est la restriction de w aux singletons.

2. On commence par montrer que aGC}, _ est quasi-isomorphe a sa sous-dg-algebre
Ry

de Lie aGClzé’Vengendrée par les graphes dont tous les sommets sont au moins
bivalents. Cela résulte d'un argument classique en théorie des complexes de graphes

(cf. [Will6]). L'élément w — w,, est donc homotope a un élément de aGC%i’V

3. On montre ensuite que la cohomologie de aGC%i’V differe de la cohomologie de

aGC%i’V (avec les notations évidentes) uniquement pour ceux a une boucle (c.-a-d.
les graphes en forme de boucle) et que cette partie a une boucle est engendrée
par les graphes circulaires définis plus haut (c.-a-d. toutes les décorations sont
1 € R,). Cela résulte d’un autre argument classique, en comptant les sommets
bivalents. Tous les graphes circulaires sont de degré strictement négatifs, donc

N 214 >
w — w, s’annule dessus et est donc homotope a un élément de aGCI—Q‘Z”V.

4. Enfin, un simple comptage de degré montre que la cohomologie de aGC?’V s’an-
d
nuleendegré1sin >3 < dimN > 2.SoitI" € aGCIZQ‘:”V un graphe a [ boucles

(c.-a-d. dim HY(T') = I si on le voit comme un espace topologique). Montrons que
degl' < —(I—-1)(n—3). Dans le pire des cas, tous les sommets de I" sont exactement
trivalents (sinon, on décontracte un sommet > 4-valent pour obtenir un graphe
de degré supérieur). Si le graphe a un sommet bivalent de décoration strictement
positive, retirer ce sommet et le remplacer par une aréte ne peut qu'augmenter le
degré, donc supposons que tous les sommets ont au moins trois arétes incidentes.
Dans le pire des cas, toutes les décorations sont de degré 0. Le degré de I est alors
n2l—2)—m—-1)3l—-3) = —(—-1)(n —3), qui est négatif sil > 2 etn > 3. Or
le degré d"un graphe doit étre égal a 1 pour que l'intégrale correspondante soit
non nulle (a cause du quotient par R dans la définition de afMy;). Lescas [ = 0
et | = 1 correspondent respectivement a w, et aux boucles, que nous avons déja
traité.

5. On conclut de ce qui précede que w — w, est homotope a zéro pour n > 3, donc
w est homotope a w,. Pour n = 2, le bord N est une union de cercles et le résultat
avait précédemment été obtenu par Willwacher [Wil16]. Le résultat est de plus
clair sin = 1, auquel cas N est discret.
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On peut donc définir une variante, aGraphS% , qui est définie comme aGraphs R ceci
ad d

preés que l'on utilise w au lieu de w pour identifier une composante interne a un nombre.
Le résultat précédent montre que aGraphs R, est quasi-isomorphe a aGraphs%a. Le modele

aGraphs?28 ne dépend que de 'ADGC Rj, c.-a-d. du type d’homotopie réelle de N. Une
fois que nous aurons prouvé que aGraphs R, estun modeéle de aFMy;, nous pourrons en
conclure a l'invariance homotopique réelle de Confy;,r, sans aucune condition sur N.
Cela fait écho a un résultat de Raptis et Salvatore [RS18], qui ont montré que le type
d’homotopie de Confy, x(2), olt X est un espace contractile différent du singleton, ne
dépend que du type d’homotopie de N.

Fonction de partition de la variété a bord

Nous passons maintenant a la simplification de W. L'idée est similaire : nous pouvons
voir W comme un élément de Maurer—Cartan dans une certaine algebre de Lie. Plus pré-
cisément, on peut définir mGCy comme 1’espace vectoriel engendré par les composantes
internes de graphes de type mGraphs . Son dual mGCy, est une algebre de Lie qui a une
action de aGCl\{a ; en d’autres termes, nous avons un produit semi-direct aGC%a x mGCy
est une algebre de Lie. Le degré d’un graphe est égal a 1 plus (1 — n) fois le nombre
d’arétes plus n fois le nombre de sommets moins le degré des décorations. L'élément
w + W est un élément de Maurer—Cartan dans cette algebre de Lie, ce qui revient a dire
que W est un élément de Maurer—Cartan dans 1’algébre de Lie tordue (mGCl\{, [w,—]).
On vérifie qu’en fait, wy + W reste un élément de Maurer—Cartan, ou encore que W est
un élément de Maurer—Cartan dans mGCI\g’w0 = (mGCZ\{, [wy, —1).

Notons W, la partie triviale de W, c.-a-d. sa restriction aux graphes a un seul sommet.
Notre objectif est de montrer que W — W, est homotope a zéro dans 'algebre de Lie
mGC;gOJrWO = (mGCR°, [W,, —1) tordue par W,. Les étapes sont similaires a la preuve
de w =~ w, : on montre que l'on peut se restreindre aux graphes (> 3)-valents modulo
les graphes circulaires. Un argument de comptage de degré similaire a celui pour aGCI\{a

est utilisé pour montrer que si R! = 0, alors le degré d’un graphe a I boucles est inférieur
a —(g — 1)(n — 3). 1l pourrait donc potentiellement y avoir des éléments en degré 0 pour
I € {0,1}. Cependant, en reprenant I’argument de comptage de degré, on voit que les
graphes a une boucle de plus haut degré ont des décorations de degré 1, ce qui ne peut
arriver car R! = 0.

On en déduit donc que W est homotope a W, (relativement a w,) sous ’hypothese
que dimM > 4 et que M est simplement connexe (en choisissant un modele tel que
R! = 0). Cela nous permet finalement de construire un modéle mGraph s% qui ne dépend
que du type d’homotopie réelle de M.

3.3.5 Quasi-isomorphisme

Il ne reste plus qu’a montrer que aGraptha(U) — Opy (afMyy) et mGraphs, (U) —
pa (MFM, 1) sont des quasi-isomorphismes. Les preuves sont similaires a celle de la Sec-
tion 2.6. Elles sont claires pour #U = O etle cas #U = 1 se fait par une homotopie explicite.
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Pour 1'hérédité, supposons que aGraptha (U) — Qpy (aFMy;) est un quasi-isomorphisme
et posons U, = U U {u}. Considérons le diagramme (ot la ligne du bas est la cofibre
homotopique) :

aGraptha () = > O (aFMy (UD)
aGraptha uy) > Opa (aFMy (UL)) (3.3.14)

! |

L * L
aGraphsy (U.,) Datraphs,, (L) R —— Opp (aFMN(UL) ®6 ey ) R

Par le lemme des cing, il suffit de montrer que la ligne du haut et celle du bas sont des
quasi-isomorphismes pour que celle du milieu le soit aussi. Pour la ligne du haut, c’est
I'hypothése de récurrence. Concentrons-nous donc sur la ligne du bas. TADGC de droite
est a priori un modele pour la fibre homotopique de la projection afFMy (U, ) — aFMy (U).
Or, cette projection est une fibration, donc sa fibre homotopique est simplement sa fibre.
La fibre est homéomorphe a (N xR )\ U, le cylindre avec #U points retirés. La cohomologie
de cette fibre homotopique est simplement H*(N) & R[1 — n]®Y.

D’autre part, comme aGraphs R, (U, ) est un aGraphs R, (U)-module quasi-libre, le pro-
duit tensoriel dérivé est quasi-isomorphe au produit tensoriel usuel. On peut identifier ce
produit tensoriel aux graphes sans composantes connexes par l'intérieur qui ne touchent
pas le sommet u € U, . On peut filter ce complexe par le nombre d’arétes incidentes
au sommet #, en notant Vy, & V; @ V.. On a bien stir V; = R. Sur la premiére page
de la suite spectrale, la différentielle d : V; — V1 est surjective; son noyau consiste en
les graphes dont le sommet u est soit décoré par R3°, soit de valence 1 et est connecté a
un autre sommet externe. On retrouve bien la cohomologie de N x R \ U sur la page
suivante, et comme l'application dans les formes est surjective en cohomologie, aucune
de ces classes ne peut disparaitre, ce qui nous permet de conclure.

Le cas de mGraphs est quasiment identique. Cela nous permet de conclure :

Théoréme 3.3.15 ([CILW18]). Soit M une variété compacte a bord SA simplement connexe

de dimension au moins 4. Soit (B A B 9) un modéle a dualité de Poincaré—Lefschetz de la
paire (M, 0M). Alors un modéle pour le monoide et son module (mFM,,, aFMy;) est donné par
(mGraphs%, aGraphsOBa ). Ce modeéle ne dépend que du type d’homotopie réelle de (M, OM).

3.4 Modele de Lambrechts-Stanley perturbé

Nous allons maintenant définir un analogue du modéle de Lambrechts-Stanley. Soit

(B A, B,) un modéle a dualité de Poincaré-Lefschetz de (M, dM), K = kerA et P = B/I.
On rappelle qu'on a une classe diagonale Ap € P ® P qui est I'image de la classe Agp
induite par la dualité entre K et P.
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3.4 Modeéle de Lambrechts—Stanley perturbé

3.4.1 Calcul de ’homologie

On peut d’abord généraliser la définition du modéle de Lambrechts—Stanley :

Définition 3.4.1. Le modéle de Lambrechts-Stanley associé a B 4B g est:
Gp(U) := (PPY ® S(wy)i7eu/1,4) (3.4.2)

ij)

Exemple 3.4.3. Soit M = D", oM = $"~1 Un modele a dualité de Poincaré-Lefschetz
de (M, M) est donné dans 'Exemple 3.2.7. En particulier, ona P = R et Ap = 0. On
trouve alors Gp(U) = H* (Confr. (U)), ce qui est cohérent avec le fait que Confpy, (U) =

Confrx (U).

Théoréme 3.4.4 ([CILW18]). La cohomologie de Gp(U) est isomorphe a la cohomologie de
Confy,(U) en tant qu’espace vectoriel gradué.

La preuve de ce théoréme repose sur deux autres théoremes. Nous allons d"une
part utiliser un théoreme de Lambrechts et Stanley [LS08a], qui permet de calculer
I’homologie d"un espace de type «espace de configuration», c.-a-d. obtenu en retirant
des sous-espaces indexés par des paires d’entiers et qui s'intersectent comme le font les
diagonales. D’autre part, nous allons utiliser un théoreme de Cordova Bulens, Lambrechts
et Stanley [CLS18], qui permet de calculer '’homologie du complémentaire d"un sous-
espace dans une variété a bord. Plus concretement, le résultat principal de [CLS18] nous
dit que si W est une variété compacte a bord et que X C W est un sous-polyhédre, alors
on peut calculer 'homologie rationnelle de W \ X sil’on connait un modéle rationnel du
carré suivant :

oW ——— W

I ] (34.5)

Dans notre cas, W = MY et X = U, sieu
permettent de simplifier le calcul d"'un modeéle du carré précédent en 1’exprimant comme
la «cofibre totale» d'un diagramme indexé par les graphes. L'idée est d’écrire X comme
la colimite d"un diagramme indexé par les graphes. Pour simplifier posons r = #U. Soit
E={Gj)11<i<j<r}et]I 'ensemble des parties de E, ordonné par l'inclusion
renversée. Un élément de I peut se voir comme un graphe a r sommets. On a alors un
foncteur V : I' —» Top donné par V(y) = () AZ-]-. On a notamment V(@) = M" et

Ajj. Les méthodes employées dans [LS08a]

(i,j)EE,
7 D7 = A, CA,. Lespace V(7) est homéomorphe au produit M) On voit

facilement que X = |J Ajj est la colimite colim, V() = colim,cr M) Les

1<i<j<r
applications dans le diagramme étant des cofibrations, on en déduit qu'un modéle pour

X est donné par lim, crop B®70(1)
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I1 ne nous reste donc plus qu’a trouver un modele pour 9, X = X N dM". On voit
facilement que

X N oM =colim colim (IM)S x MTo(\S, (3.4.6)
YEl' PCSCry(y)

Lemme 3.4.7. Le carré de gauche est un modele pour le carré de droite :

B+t pei M—2 s M
l l est un modéle de ] T . (3.4.8)
(i)
B/K <2 p®i/K®i oM —— a(M')

Démonstration. La preuve est par récurrence. C’est évident pour i = 1 (car B; = B/K).
Pour passer deiai + 1, on considere le diagramme :

M x M < > M

]

O(M x M') «——— M x d(M?) : (34.9)

]\ (ho. pushout) ]\

(OM) x M! +—— (M) x (d(M')) +—— oM

Si on note Q le playback (dans les ADGC) de
B, ® B® - B, ® (B® /K®') « B ® (B® /K®), (3.4.10)
alors on trouve qu'un modéle du diagramme précédent est donné par :

B ® B®" )

l (ho. pullback) l

B
P——— B® (B®/K®) ‘ - (3.4.11)
B, ® B® —— B, ® (B®'/K®) —— B,

L'application naturelle B2+ — () étant surjective de noyau K+, on en déduit
I'hérédité. O

Corollaire 3.4.12. Un modéle pour le carré de I’Equation (3.4.5) est donné par :

X

B®k % B®k/K®k

lﬁk l . (3.4.13)

. Br . ..
lm, ¢ op B®o(r Tk Hm, rop B&70(7) /K®0(7)
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3.4 Modeéle de Lambrechts—Stanley perturbé

En appliquant le théoréme de [CLS18], on trouve que la cohomologie (en tant qu’es-
pace vectoriel gradué) de W \ X = Conf,,;(r) est calculé par '’homologie du cone de
I'application induite :

cone((hoker ;)Y [—1k] &, (K®F)V[—nk]) (3.4.14)

En déballant les définitions, on voit que ce cone est quasi-isomorphe a un de ses quotients
qui est isomorphe a Gp (). On en déduit le théoréme.

3.4.2 Modele perturbé

Malheureusement, G, (U) n'est en général pas un modele de Conf,(U). L'exemple
suivant donne une idée de pourquoi (méme si bien stir il ne vérifie pas nos hypotheses
de connexité).

Exemple 3.4.15. Soit M = S! x[0,1] le cylindre, de bord S!' x {0,1}. La paire (M, oM)
admet un modéle a dualité de Poincaré-Lefschetz avec les données suivantes :

— By = H(OM) est engendré par 1, ¢,dg, t dp, avec 2 =t;

- B=(1,t,dt, dp,tdp,dt A dp) (on a notamment 2t dt = dt).

- P=H*WM) =(1,dg);

- K =H*(M,0M) = (dt,dt A d¢).
Alors la relation de symétrie dit (dp ® 1)w;, = (1 ® dg)w;, n'est intuitivement pas
correcte. En effet, M est un plan auquel on a retiré un point, donc on a une fibration de
Fadell-Neuwirth :

Confy (2) — Confg2(3) —» R? (3.4.16)

d’ot1 'on en déduit Conf);(2) =~ Confyr2(3). La classe dp ® 1 correspond a w3 et1 ® d¢
correspond a w,3. La relation précédente n’est donc pas la relation d’Arnold habituelle :
il faut lui rajouter le terme dg ® dg.

Heureusement, il y a une maniere de modifier G () pour pallier ce probléme. Infor-
mellement, on considére le quotient de mGraphsg(r) par le dg-idéal engendré par les
graphes contenant au moins un sommet interne. Plus concretement, soit ¢ € B ® B la
«section », que I'on projette en un élément ¢, € P ® B,. Ecrivons op = >, 0; ®0;. Alors
le modeéle perturbé est :

Gp(U) == (PY ® S(@;;¢,)/1,d) (3.4.17)

ou l'idéal I est engendré par les relations cD% = w;; = 0, pour tout T C U de cardinal
>2:

Y ) [] @) + Z +ey(o®) [ [ o) [ ] o) (3.4.18)

veT vEv' €T i yeesiy veT veT

Remarque 3.4.19. Pour #T = 2 et b = 1, cette relation donne :

@1y — (“1)"@y + ) +ey(0f 0 )0} ® 0] =0 € GP(2). (3.4.20)
ij
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Plus généralement pour b € B, c’est une perturbation de la relation de symétrie. Pour
#T = 3, c’est une perturbation de la relation d’Arnold.

Lemme 3.4.21. Il y a un isomorphisme de dg-modules Gp(U) = Gp(U). En particulier, les
cohomologies H* (Gp(U)) et H* (Conf,,(U)) sont isomorphes comme espaces vectoriels gradués.

Démonstration. La base standard (PBW) de H* (Conf. (r)) est donné par les mots du

type:

w (3.4.22)

iy iy
avecl < i; < -+ < i < reti; < j, pour tout I. En choisissant une base de P, on
obtient une base de Gp (7). On vérifie sans peine qu’en remplagant les w par des @ on
garde une base de Gp(r) et que l'application Gp(r) — Gp(r) ainsi obtenue préserve la
différentielle. [

Remarque 3.4.23. Dans de nombreux cas on a Gp = Gp. C’est par exemple le cas si
M = N\ D" ot N est une variété fermée : en effet, dans ce cas, cp = 1 @ v et v? = 0 donc
tous les termes de bas poids s’annulent dans les relations perturbées.

Proposition 3.4.24. L'application quotient mGraphs% (r) — Gp(r) est un quasi-isomorphisme
d’ADGC.

Démonstration. La preuve est quasiment la méme que dans le cas sans bord. Des que 'on
filtre par #E — #V, les relations perturbées deviennent les relations usuelles. O

Théoreme 3.4.25 ([CILW18]). Soit M une variété compacte lisse simplement connexe de
dimension au moins 7. Supposons que (M, M) admet un modéle a dualité de Poincaré—Lefschetz
P. Alors Gp (r) est un modele réel de Conf (7).

Remarque 3.4.26. En dimension < 6, si la variété et son bord sont simplement connexes,
alors la variété et son bord sont formels (méme si l'inclusion dM C M ne l'est pas
nécessairement). On peut alors montrer de la méme maniére que Gy 4 () est un modele
de Conf)(1).
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4.1 Motivation : homologie de factorisation

Le type d’homotopie des espaces de configuration produisent des invariants des
variétés : si deux variétés sont homéomorphes, alors leurs espaces de configuration le
sont aussi et ils ont donc le méme type d’homotopie. Si M est une variété, on peut donc
étudier les invariants classiques (homologie, groupes d’homotopie...) de Conf),(r) pour
produire des invariants qui sont en général plus fins que des invariants homotopiques
de M. Ces invariants sont de plus fonctoriels par rapport aux plongements de variétés :
ce sont les applications qui «préservent» la structure de variété et qui induisent des
applications sur les espaces de configuration.

L'objectif ce cette section est de fournir d’autres invariants des variétés qui utilisent
les espaces de configuration. Ces nouveaux invariants, appelés «homologie de factorisa-
tion» de la variété, sont motivés par des considérations physiques, et plus précisément
par les théories topologiques des champs quantiques. Informellement, I'idée derriére
ces invariants est de rajouter des «décorations » aux points dans une configuration. On
peut par exemple penser a la charge électrique : dans ce cas, les décorations sont des
invariants numériques. Les coefficients des décorations peuvent bien stir étre plus com-
pliqués, et former par exemple un espace vectoriel ou une autre structure algébrique
muni d"une structure monoidale. Calculer I'homologie de factorisation sur M consiste a
«intégrer » toutes les positions possibles des points, avec la regle suivante : si deux points
se rencontrent, alors leurs décorations s’ajoutent.

Ces invariants ont des propriétés qui rappellent les axiomes d’Eilenberg—Steenrod de
I’'homologie habituelle. Tout d’abord, 'homologie de R" est simplement 1’espace des co-
efficients : comme R" est contractile, on peut ramener tous les points d"une configuration
al'origine, en additionnant leurs décorations au fur et a mesure. Ensuite, siM = M' uM’
est la réunion disjointe de deux variétés, alors 'homologie de M est le produit (tensoriel)
des homologies de M’ et M". Enfin, essentiellement grace a la formule qui permet de
calculer les espaces de configuration d'une variété obtenue en recollant deux variétés le
long de leur bord, cette homologie satisfait un axiome de type «excision».

Une question importante est celle de la structure des coefficients : comment ajouter les
décorations de points qui se rencontrent? En dimension 1, il n’y a que deux maniéres pour
une paire de points de se rencontrer 8 homotopie prés : de gauche a droite ou de droite a
gauche. En dimension plus grande, les choses deviennent bien plus compliquées : deux
points peuvent se rencontrer, en un certain sens, d’une infinité de manieéres différentes.
Toutes les maniéres de se rencontrer sont homotopes entre elles, mais il peut exister
plusieurs homotopies essentiellement différentes entre deux maniéres de se rencontrer.
Par exemple, en dimension 2, deux points peuvent se rencontrer de gauche a droite ou
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de droite a gauche sur 1’axe horizontal. Ces deux rencontres possibles sont homotopes,
mais il y a deux homotopies différentes (dans le sens horaire ou anti-horaire), et ces
deux homotopies ne sont pas homotopes!

Bien stir, si les coefficients choisis forment un monoide commutatif, alors on peut dé-
créter que lorsque deux points se rencontrent, leurs décorations sont additionnées avec le
produit commutatif, et toutes les relations seront vérifiées de facon évidente. Cependant,
I"un des objectifs de la définition de ’homologie de factorisation est de généraliser les
coefficients possibles pour inclure des coefficients non-commutatifs. L'axiomatisation des
relations que doivent vérifier les différentes multiplications est encodée par la théorie des
opérades, que nous allons briévement introduire dans la Section 4.2. Nous verrons en-
suite comment donner une définition précise de 1’'homologie de factorisation en utilisant
les compactifications de Fulton-MacPherson.

Bref historique Lhomologie de factorisation a été étudiée par de nombreux auteurs,
dans des cadres différents et sous des noms différents. Elle a été introduite sous ce nom par
Francis [Fral3] et développée notamment par Ayala et Francis [AF15] et Ayala, Francis
et Tanaka [ AFT17]. Elle est inspirée notamment par 1’'homologie chirale topologique de
Lurie [Lur09a; Lur09b], qui est elle-méme un analogue homotopique de '’homologie
chirale de Beilinson et Drinfeld [BD04] et influencée par les travaux de Segal [Seg73;
Seg04]. Elle est par ailleurs liée a I’'homologie blob de Morrison et Walker [MW12].
L'idée de I'homologie de factorisation est proche de celle des espaces de configuration
a décorations additionnables de Salvatore [Sal01], qui a également démontré le lien
avec les compactifications de Fulton-MacPherson. Enfin, ’'homologie de factorisation
est fortement liée aux algebres a factorisation, qui sont en quelque sorte une version
«cofaisceautique » de '’homologie de factorisation; voir notamment Costello et Gwilliam
[CG17a; CG17b]. On pourra se référer a Ginot [Ginl5] pour une vue d’ensemble du
sujet.

4.2 Introduction aux opérades

Une opérade est un objet qui gouverne une «catégorie d’algebres », comme les algebres
associatives, les algébres commutatives ou les algebres de Lie. Par analogie, l'opérade est
a sa catégorie d’algebres ce qu'un groupe est a la catégorie de ses représentations. Si un
groupe est présenté par générateurs et relations, alors ses représentations peuvent se dé-
finir comme des espaces vectoriels munis d’opérations génératrices qui doivent satisfaire
des relations données. Une catégorie d’algebres est souvent définie par générateurs et
relations : par exemple, une algebre associative est la donnée d"un espace vectoriel muni
d’un produit binaire qui doit vérifier la relation d’associativité. Tout comme les groupes
sont étudiés en tant que tels, sans nécessairement se préoccuper d'une présentation
fixée, la théorie des opérades est I'étude des objets sous-jacents aux catégories d’algebres,
sans nécessairement se préoccuper d’'une présentation fixée. Cela permet d’introduire
de nombreuses notions dont 'intérét en théorie des groupes n’est pas a démontrer :
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morphismes d’opérades, sous-opérades, quotients d’opérades, extensions d’opérades,
etc. Comme pour les groupes, ces notions nous informent sur les catégories d’algebres.

Une opérade est un cas particulier de PROP, une notion introduite par Mac Lane
[Mac65], ainsi qu'un cas particulier d’analyseur de Lazard [Laz55]. La notion d’opérade
a été initialement introduite en topologie algébrique pour étudier les espaces de lacets ité-
rés [BV68; BV73; May72]. Le terme «opérade » lui-méme a été introduit par May [May72]
et est la contraction de 'expression «operation monad ». Les opérades qui apparaissaient
dans ces travaux sont les opérades des petits disques D,, (voir la Section 4.3.1). Lopérade
des petits intervalles D; (voir ci-dessous) apparaissait déja implicitement dans les travaux
de Stasheff [Sta61]. Depuis le milieu des années 1990, I'intérét pour les opérades a connu
un essor considérable : en suivant des idées de Kontsevich [Kon93], Ginzburg et Kapra-
nov [GK94] ont démontré que certains phénomenes de dualité en algebre avaient une
interprétation opéradique via la dualité de Koszul. Depuis, de nombreuses applications
des opérades dans plusieurs domaines des mathématiques ont été découvertes.

Dans cette section, nous allons brievement introduire la théorie des opérades. On pour-
ra se référer a Loday et Vallette [LV12] et Fresse [Frel7a, Part I(a) | pour des références
plus completes.

4.2.1 Définition des opérades

Les structures algébriques encodées par les opérades sont d’un type bien précis : ce
sont les structures qui peuvent se décrire a 1’aide d’opérations ayant plusieurs entrées et
exactement une sortie. Commencons par illustrer les opérades par un exemple.

Remarque 4.2.1. La plupart de ce qui suit peut se placer dans le cadre d"une catégorie mo-
noidale symétrique (C, ®, 1) quelconque. Les exemples classiques incluent les ensembles,
les espaces topologiques, les espaces vectoriels, etc. Nous allons souvent écrire des for-
mules «point par point», comme si nous nous placions dans la catégorie des espaces
vectoriels par exemple. Ces formules peuvent se traduire en termes de morphismes : par
exemple, @y ® z — ¥ ® f (x) ® z est obtenu en composant les associateurs, le tressage et
le morphisme f d"une certaine maniére (toute les maniéres de le faire étant isomorphes
grace aux axiomes de cohérence des catégories monoidales symétriques).

Le prototype d’une opérade est «1’'opérade des endomorphismes» Endy d"un objet
X € C. Cette opérade est donnée par une collection d’opérations, graduée par le nombre
d’entrées :

Endy (k) := Hom(X®", X). (4.2.2)
Cette collection est munie de la structure suivante :
— Une unité idy € Endy (1).

— Pour chaque entier k > 0, le groupe symétrique X, agit sur Endy (k) en permutant
les entrées :

(f o)y, ) = F(Xp1ys e s X)) (4.2.3)
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— Pour tous les entiers 0 < i < ket > 0, on peut composer les opérations avec
I'opération o; : Endy (k) ® Endyx(I) - Endx(k + [ — 1) définie par:

(f 0 &) (X1, ey Xpeyy1) 5= f (Xq, e, X0, § (X o, Xy 11D X g oo s Xpgg—1) - (42.4)

Il est utile de représenter graphiquement cette opération a 1’aide d’arbres :

A e |

(4.2.5)

Ces opérations vérifient un certain nombre de relations (que nous n’allons pas écrire
ici) qui découlent de I’associativité, de 1'unitalité et de 1’équivariance de la composition
de fonctions. Ces relations disent essentiellement que n'importe quel diagramme en
forme d’arbre enraciné dont les sommets sont décorés par des éléments de Endy (un
sommet ayant k enfants étant décoré par Endy (k)) et dont les feuilles sont décorés par
une permutation d’entiers définit un nouvel élément de Endy, et qu'un sommet décoré
par idy peut étre retiré. Par exemple, le diagramme suivant correspond a la fonction

(X1, ., X5) = f(X, (X1, X3,X4),X5)

5
2 (3) @ (4.2.6)

Définition 4.2.7. Une suite symétrique est une collection d’objets P = {P(k)};5o munie,
pour tout k > 0, d"une action du groupe symétrique 2, sur P(k).

Définition 4.2.8. Une opérade est une suite symétrique P = {P(k)};, munie :
- d'uneunité 7 : 1 — P(k);
— d’opérations de composition, pourk > 0et1 <i < k:

o; 1 P(k) ® P(I) = P(k +1—1). (4.2.9)

Ces opérations doivent vérifier les propriétés suivantes :
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— équivariance : pour toutes les permutations o € ¥, T € X},

P-0)ogp (q-T) = (Porq) (0 o5y T), (4.2.10)
ol 0 o T est la composition partielle des permutations (cf. I'Exemple 4.2.16) ;
— unité :
po;idp =p =idpoyp; (4.2.11)
— associativité : pour p € P(k), g € P(I), r € P(m) :
(Poi@) oj1 7 =po;(qo;1), pourl <i<k 1<j<I; (4.2.12)
(Poi @) oji1 7= (PojT) o4, pourl <i<j<k. (4.2.13)

Les morphismes d’opérades sont définis de la maniere évidente.

Remarque 4.2.14. Nous avons défini ci-dessus les opérades symétriques unicolores. Il
existe de nombreuses autres variantes de la notion d’opérade.

Exemple 4.2.15. L'opérade des endomorphismes Endy d"un objet X est une opérade.

Exemple 4.2.16. On définit une opérade ensembliste Ass en posant Ass(k) = X, pour
tout k. L'action du groupe symétrique est évidente, et l'unité est la permutation triviale
() € X;. La composition est définie de la fagon suivante. Pour ¢ = (04, ..., 0;) € %,
T=(1q,..., 7)) €X;etl <i<k onpose

(T og@ T) = (c'1),..,0ci-1),7Q),.., T),cG,..,c k), (4.2.17)
ou:
/s U(j), Si (7(]') < o(i), o ’
B = k—1. 4.2.18
7 {U'(j) +k -1, sinon; TG =10+ ( )

Exemple 4.2.19. On peut définir une opérade Com (dans n'importe quelle catégorie mo-
noidale symétrique) en posant Com(k) = 1. L'action du groupe symétrique est triviale,
l'unité est 7 = id;, et la composition est I'isomorphisme d’identité de (C, ®, 1).

Remarque 4.2.20. La définition ci-dessus est la définition d"une opérade en termes de
compositions partielles. On peut également définir les opérades a 1’aide d’applications
de compositions totales (avec des axiomes adaptés) :

7 Pk) @ P(ry) ® - ® P(ry) — P(ry + -+ 7p). (4.2.21)

Etant donné les opérations de composition partielles, on peut définir les compositions
totales par :

TP G1 s Q) = Coe (P ok i) Ok—1 Gr—1) -+ ©1 G1)- (4.2.22)
Réciproquement, si I’on connait les compositions totales, on peut retrouver les composi-
tions partielles en posant

po;q:=y(pidp, ... ,idp,ﬂ, idp, ..., idp). (4.2.23)

position i
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Remarque 4.2.24. Au lieu d’utiliser les suites symétriques, on peut utiliser les collections
symétriques, c’est-a-dire les foncteurs contravariants Bij°? — C depuis la catégorie des
ensembles finis et des bijections. Concretement, ce sont des collections P = {P(U)}; fini
indexées par les ensembles finis, munies, pour toute bijectionf : U — V, d"un morphisme
f*:P(V) - P(U)avec (gof)* =f" og*. La correspondance avec les suites symétriques
est trés simple : on peut poser P(n) = P({1, ..., n}). Une structure d’opérade est alors la
donnée, pour toute paire T C U d’ensembles finis, d’opérations de composition :

op : P(U/T) ® P(T) — P(U), (4.2.25)

ouU/T = U\ T U {+} est le quotient (Définition 2.3.9).

Remarque 4.2.26. Soit P et Q deux collections symétriques. On définit leur produit de
composition comme étant la collection symétrique P o Q donnée par :

PoQ):=PPl,...,Mmes ( B AW e-—8uW,)), (4.2.27)

r=>0 Wiu--uWw,.=u

ol — ®y — dénote les coinvariants, c.-a-d. le quotient du produit tensoriel par l'idéal
engendré par les relationsx - ¢ ® y = x ® ¢ - y pour ¢ € Z,. L'unité de cette opération
est la suite symétrique | donnée par (1) = 1 (I'unité du produit monoidal ®) et I(k) = 0
pour k # 1. Alors une opérade est un monoide par rapport a cette structure monoidale,
c’est-a-dire une suite symétrique P munie d"un produit ¢y : P o P — P et d'une unité
1 : 1 - P vérifiant des conditions d’associativité et d unitalité.

4.2.2 Algebres sur une opérade

Comme en théorie des groupes, une notion centrale en théorie des opérades est celle
des représentations. Ces représentations sont appelées «algebres» dans le cadre des
opérades, pour une raison qui deviendra rapidement claire grace aux exemples.

Définition 4.2.28. Soit P une opérade. Une algebre sur P (ou P-algebre) est un objet A
muni d’un morphisme d’opérades P — End 4.

Si l'on déballe la définition, on voit qu'une algebre sur P est un objet A muni de
morphismes :
a1 Pk) ® A - A (4.2.29)

qui sont équivariants, unitaires et associatifs. Ces axiomes sont tel que si 'on se donne
un arbre comme dans 'Equation (4.2.6) et que 1'on décore les feuilles par des éléments
de A, alors on peut évaluer ’arbre de maniere unique et obtenir un nouvel élément de A.
Pour p € P(k) etay, ..., a, € A, on va noter :

play,...,a) =yp®a; ® - @ a). (4.2.30)

Définition 4.2.31. Soit P une opérade et A, B deux algebres sur P. Un morphisme d’algébres
surPf : A — B est un morphisme tel que pour toutp € P(k) etay,...,aq, € A:

fpay, ..., a)) = p(fay), ... .f(ag)). (4.2.32)

80



This old version of the lecture notes is not kept up to date. For the latest version, please refer to:

https://link.springer.com/book/9783031044298

4.2 Introduction aux opérades

Exemple 4.2.33. Une algebre sur 'opérade Ass est une algebre associative. Une permutation
o € Ass(k) agit sur 1’algebre en multipliant les éléments dans l'ordre donné par o.

Exemple 4.2.34. Une algebre sur 'opérade Com est une algébre commutative. L'unique
élément de Com(k) agit sur l'algeébre en multipliant k éléments dans n'importe quel ordre.

Comme pour les groupes, il peut étre utile de définir une opérade a 1’aide d"une présen-
tation par générateurs et relations. Informellement, une telle présentation est la donnée
de générateurs en chaque arité k > 0; d'une action du groupe symétrique X; sur les
opérations d’arité k; et d’un certain nombre de relations entre les composées opéradiques
des générateurs (formellement, un idéal dans l'opérade libre sur les générateurs). Il est
souvent plus pratique de décrire ces présentations en décrivant la catégorie d’algébres
associées.

Exemple 4.2.35. Lopérade Lie est une opérade dans les espaces vectoriels engendrée par
une opération binaire A qui est antisymétrique (A - (12) = —A) et qui vérifie la relation
de Jacobi (A o A + (Ao A) - (123) + (A oy A) - (132) = 0).

Une algeébre sur cette opérade est une algebre de Lie, c.-a-d. un espace g muni d'un
crochet binaire [—, -] : g®%2 — g antisymétrique ([y,x] = —[x,y]) et qui vérifie la
relation de Jacobi ([[x,y],z] + [[y,z],x] + [[z,x],y] = 0).

Exemple 4.2.36. L'opérade Com a une présentation avec un unique générateur binaire
i € Com(2) qui est symétrique (- (12) = u) et associatif (y oy y = pr o, ).

Exemple 4.2.37. L'opérade Ass a une présentation avec deux générateurs binaires , ji €
Ass(2) qui sont échangés par 1’action du groupe symétrique y - (12) = ji et tel que y est
associatif (p oy p = p oy ).

Remarque 4.2.38. Toutes les structures algébriques ne sont pas encodées par des opérades.
Par exemple, il n’existe pas d’opérade dont les algébres seraient les groupes ou les corps.

Le probléme provient de I'axiome x - x~1 = 1: 1a variable x apparait deux fois, ce qu'il
n’est pas possible de représenter avec la structure d’une opérade.

Définition 4.2.39. Soit P une opérade et X un objet. La P-algébre libre sur X est l'objet
donné par :
P(X) = PP ®5 X*". (4.2.40)

r=>0

La structure d’algebre sur P de P(X) est induite par la structure d’opérade de X.
Exemple 4.2.41. Soit V un espace vectoriel, alors :

— Ass(V) = T(V) est I'algebre associative libre sur V, aussi appelée algebre tenso-
rielle;

— Com(V) = S(V) es l'algebre commutative libre sur V, aussi appelée algébre symé-
trique;

— Lie(V) est l'algebre de Lie libre sur V, engendrée par les mots de Lie sur V.
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4.2.3 Modules sur une opérade

Le concept de module sur une opérade généralise le concept d’algébre sur une opérade,
de deux maniéres : I’action peut étre a droite (au lieu d’étre toujours a gauche pour
une algebre) et les éléments peuvent eux-mémes avoir plusieurs entrées. Les algebres
de la section précédente sont des cas particuliers de modules (a gauche) dont toutes
les opération ont zéro entrées. Ces modules peuvent notamment servir a décrire les
foncteurs entre catégories d’algebres sur des opérades (cf. Fresse [Fre09]).

Définition 4.2.42. Un module a gauche sur une opérade P est une collection d’objets M =
{M(k) }¢>0 munie de morphismes structurels, pour tous k, 71, ..., 7, > 0:

P(k) @ M(r{) ® - @ M(1.) — M(rq + - + 7). (4.243)

Cette structure doit vérifier des axiomes d’équivariance, d'unité et d’associativité ana-
logues a ceux des opérades.

Exemple 4.2.44. Soit P une opérade et A une algebre sur P. On peut définir un module a
gauche M, sur P en posant M, (0) = A etM,(r) = @ pour r > 0.

Exemple 4.2.45. Soit X et Y deux objets quelconques. On peut définir un Endy-module a
gauche par Endy y (k) = Hom(X®",Y).

Exemple 4.2.46. Sif : P — Q un morphisme d’opérades, alors Q est un P-module & gauche.
La définition de module a droite est analogue :

Définition 4.2.47. Un module a droite sur une opérade P est une suite symétrique M =
{M(k)},<20 munie de morphismes structurels, pour tous k, 7y, ..., 7. > 0:

M(k) @ P(r1) ® - ® P(ry) — M(rq + -+ + 17.). (4.2.48)

Cette structure doit vérifier des axiomes d’équivariance, d'unité et d’associativité ana-
logues a ceux des opérades.

Exemple 4.2.49. Soit X et Y deux objets quelconques. Alors Endy y est un Endy-module
a droite.

Exemple 4.2.50. Sif : P — Q un morphisme d’opérades, alors Q est un P-module a droite.

Remarque 4.2.51. Grace a l'identité de P, la notion de module a droite peut se définir de
maniere équivalente a 1’aide de compositions partielles

o; :M(k) @ P(I) > M(k +1—1), pour1 <i<k, [ >0. (4.2.52)

En revanche, les modules a gauche ne peuvent pas se définir a 'aide de compositions
partielles. La notion obtenue avec les compositions partielles pour les modules a gauche
est celle des bimodules «infinitésimaux» [MV09, Section 3.1], «faibles» [ Tur10, Defini-
tion 4.1] ou «abéliens » [Frel7b, Section 2.1.1].

Remarque 4.2.53. Considérons le produit de composition défini dans la Remarque 4.2.26.
Si l'on voit une opérade P comme un monoide pour ce produit de composition, alors
un module a gauche sur 'opérade P est un module a gauche sur ce monoide (au sens
classique), et un module a droite est un module a droite sur ce monoide.
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4.3 Espaces de configuration et opérades

4.3.1 Opérades des petits disques

Les opérades des petits disques sont une famille d’opérades qui jouent un role central
dans la théorie. Ce sont elles qui apparurent dans la premiere application des opérades,
le principe de reconnaissance (voir ci-dessous), et elles se sont révélées utiles dans de
nombreuses autres applications depuis. Elles ont par ailleurs un lien tres fort avec les
espaces de configuration.

Pour chaque dimension 7, on définit 'opérade des petits n-disques D,, de la facon
suivante. Un élément ¢ = (cq, ..., ¢;) € D, (k) est une configuration de k petits n-disques
numérotés, d'intérieurs disjoints, plongés dans le n-disque unité D". Chaque disque de
cette configuration est 'image de la composée d’une translation et d"une homothétie
c; : D" - D". L'espace de tous ces plongements est muni de la topologie compacte-
ouverte. L'action du groupe symétrique réordonne les disques d’une configuration, et la
composition opéradique est donnée par la composition des plongements, comme sur la
Figure 4.1.

Fic. 4.1 : Composition dans l'opérade des petits disques.

Remarque 4.3.1. On peut définir une opérade faiblement équivalente a D,, en utilisant des
parallélépipedes plutot que des disques. On obtient ainsi I'opérade des petits n-cubes.
Plus généralement, toute opérade faiblement équivalente a D,, s’appelle une «opérade
E, ».

Comme mentionné plus tot, la premiere application de ces opérades fut le principe de
reconnaissance.
Définition 4.3.2. Soit X un espace topologique pointé. Son n'*m¢
est:

espace de lacets itérés
"X :={y: D" - X|y(D") = =}. (4.3.3)

Presque par définition, ()" X est une algébre sur 'opérade D,,. En effet, étant donné une
configuration ¢ = (cy,...,¢;) € D, (k) et des n-lacets 74, ..., 7, € V"X, on peut définir
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C(r)/ll'--/’)/k) € QnXpar:
C(’)’lz---/’yk) 1D - X
- {%,(y), six =c(y); (4.3.4)

*, sinon.

Le principe de reconnaissance (Boardman et Vogt [BV68] et May [May72]) dit que la
réciproque est partiellement vraie. Si Y est une algebre sur D,, qui a la propriété d’étre
«group-like» (p.ex. si elle est connexe par arcs), alors Y a le type d’homotopie faible d'un
espace de lacets itéré d’ordre n.

Depuis cette premiére application, les opérades des petits disques ont connu de nom-
breux autres usages. Mentionnons notamment la conjecture de Deligne [ KS00; MS02],
qui dit que les cochaines de Hochschild C*(A; A) d'une algebre associative sont mu-
nies d"une action de D, ; le théoréeme de formalité des cochaines de Hochschild et ses
applications a la quantification des variétés de Poisson [Kon99; Tam98; Kon03]; le cal-
cul de Goodwillie-Weiss et le calcul des espaces de plongements et des espaces de
longs nceuds [Sin06; LTV10; AT14; DH12; BW13; FTW17; FTW20]; 'homologie de
factorisation [BD04; Lur09; Lurl7; AF15; CG17a] (voir Section 4.1).

Nous avons par ailleurs déja vu un autre exemple d’algebre sur I'opérade des petits
disques dans la Section 3.1.

Proposition 4.3.5. Soit X un espace topologique. La collection Confy, p forme une algébre sur
l'opérade D, dans la catégorie des collections symétriques.

Démonstration. Soit U un ensemble fini et I € D; (U) un élément de I'opérade des petits
intervalles (1-disques). Cet élément est la donnée de plongements affines I, : [0,1] =
[0,1] indexés par les éléments de U, d'intérieurs deux a deux disjoints.

Pour chaque u € U, on se donne un ensemble fini V,, et une configuration ¢* &
Confy g (V). Cette configuration est la donnée, pour chaque v € V,,, d"un point ¢, =
(x5, th) € X x R, que l'on suppose deux a deux distincts.

Soit V = |_|u cu V- On peut alors définir une nouvelle configuration I({c"},c;;) €
Confy, g (V) de la fagon suivante. Le point I({c"}), de X x R indexé parv € V,, C V
dans cette configuration est donné par (x}, I, (t;)). On vérifie alors que les axiomes
d’une algebre sur 'opérade D; (dans la catégorie des collections symétriques) est vérifiée.
Visuellement, cette opération est donnée par la Figure 3.3. Sur ce dessin, on aurait X = st
u=1{1,2,1, =10,1/2],1, =[1/2,1], V1 = {uy,u1}, Vo, = {v1,0,,03}. O

La proposition suivante justifie alors la terminologie « monoide a homotopie pres» :

Proposition 4.3.6. Lopérade D, est faiblement équivalente a 'opérade Ass (vue comme une
opérade topologiques dont toutes les composantes sont discrétes).

Démonstration. L'application quotientD; — Ass qui envoie une configuration d’intervalles
1

sur l'ordre des numéros des intervalles est clairement une équivalence d’homotopie sur

chaque composante. O

Nous verrons dans la Section 4.4 comment se comporte 'opérade D,, en caractéristique
nulle.
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4.3.2 Lien avec les espaces de configuration

Les opérades des petits n-disques sont liées aux espaces de configuration de la maniére
suivante. On a une application D, (r) — Confp. (r) définie par ¢ — (¢, (0), ..., c,(0)), qui
oublie le rayon de chaque disque d"une configuration et ne garde que les centres. Cette
application est une équivalence d’homotopie, l'information du rayon (un élément de
[0,1]) étant contractile. A homotopie pres, la collection des espaces de configuration de
D" possede donc une structure supplémentaire d’opérade.

Cette structure opéradique peut s’étendre aux espaces de configuration des variétés.
Soit M une variété compacte lisse. On note

Dy (r) C Map(| | D", M) (4.3.7)

I'espace des applications qui sont des plongements quand on les restreint a chaque
disque et telles que les images des intérieurs des disques sont deux a deux disjointes. On
munit cet espace de la topologie compacte-ouverte.

La collection D), forme un module & droite sur D,, en utilisant la composition des
plongements. Sic = (cy, ..., ¢;) € Dy, (k) est une collection de plongements ¢; : D" < M
et (dq,...,d;) €D, (I) est une autre collection de plongements d; : D" < D", alors on peut
définir

cojd = (Cq, ., Ci_q,Ci0dy, e, Ci0d) Cipq, e, ) €Dk +1—1). (4.3.8)

L'espace D), (k) n’a pas le type d’homotopie de Conf,,(k) en général. Par exemple,
I'espace D);(1) a le type d’homotopie de Fr,,, le fibré des reperes de M, que nous allons

maintenant définir. Notons TM = |, _,, TxM 'espace tangent de M. Alors Fr); est un
GL,, (R)-fibré principal sur M défini par :
Fry; = {(x,{) lx € M, {basede T, M} C M x (TM)". (4.3.9)

L'équivalence d’homotopie 77 : D);(1) — Fr,, est donnée par
rt(c) = (c(0), (dc(0)(1,0,...,0),...,dc(0)(0,...,0,1))), (4.3.10)

oudc: TD" = D" x R" — TM est la différentielle du plongement c : D" < M. Plus
généralement, D}VI (r) ale type d’homotopie de 1'espace des configuration a repéres de M
(Figure ), donné par le produit fibré :

Conffl (r) —---3 > Friy,

| . l (4.3.11)
L
Confys(r) —— M.

Remarque 4.3.12. Dans un travail en collaboration avec Campos, Ducoulombier et Will-
wacher [CDIW18], nous avons obtenu un modéle réel des espaces de configuration a
repere. Ce modele est basé sur des complexes de graphes décorés. Il n’est cependant pas
aussi explicite que le modele de Lambrechts—Stanley : il dépend d’intégrales (fonction
de partition) que nous ne savons pas calculer a 'heure actuelle.
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Fic. 4.2 : Espaces de configuration a repéres Conff\r/l : les paires de fleches représentent
une base de 'espace tangent au point donné.

Pour obtenir des espaces qui ont le méme type d’homotopie que les espaces de confi-
guration de M, il est donc nécessaire de trivialiser I'information tangente. Supposons
donc que M est parallélisée, c.-a-d. que son fibré tangent est trivial, et fixons-nous un
isomorphisme 7 : TM = M x R". On peut alors définir le sous-espace des plongements
de disques qui respectent la parallélisation a 'origine :

Dar(r) == {c € Dy (r) | Vi,3A > 0 t.q. T(c;(0)) o dc;(0) = Aidpn}. (4.3.13)

Alors Dy, (r) a bien le type d’homotopie de Conf,;(r), et la structure de module a droite
sur D,, se restreint a Dy .

Ce point de vue n’est cependant pas trés pratique : Dy;(r) n’est pas une variété, par
exemple, et les espaces D, (7) et Dy;(r) ne sont pas compacts. Dans la section suivante,
nous allons voir que nous pouvons utiliser les compactifications de Fulton-MacPherson
alaplace deD,, etD.

4.3.3 Structures opéradiques sur les compactifications

On rappelle que les espaces de configuration de R” ont le méme type d’homotopie que
les compactifications de Fulton-MacPherson (voir Section 2.3). Ces compactifications
ont une structure d’opérade, qui est de plus faiblement équivalente a l'opérade des petits
n-disques, comme nous allons le voir.

Proposition 4.3.14. Soit n > 1 un entier. La collection symétrique FM, = {FM, (U)} a une
structure d'opérade définie comme suit. Soit x € FM,,(U/T) et y € FM,,(T) deux configurations.
Alors la configuration x o y € FM, (U) est définie par :

5ijk(y), sii,jkeT,;

0, siibtkeTetj&T;

_ )8, sihjEeT; — L ,

0;:(xoqy) := i Ok (xory) =11, sii,jeTetk&T;
/ Oy (), sinon. / .. .

o, sij,keTeti¢T;

Oyt (X),  sinon.
(4.3.15)
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Remarque 4.3.16. Ce sont précisément les applications qui sont apparues dans la preuve
de la Proposition 2.3.10.

FiG. 4.3 : Exemple de composition dans FM,.

On peut vérifier facilement que ces opérations induisent les mémes opérations en
cohomologie que celle du Théoréme 4.4.6, mais ce n’est bien siir pas suffisant.

Théoréme 4.3.17 (Salvatore [Sal01, Proposition 3.9]). Les opérades D,, et FM,, sont faiblement
équivalentes. En d’autres termes, il existe un zigzag de morphismes d’opérades :

D, «— - — FM,

(4.3.18)

qui sont des équivalences faibles d"homotopie en chaque composante.

Esquisse de démonstration. On commence par construire un «remplacement cofibrant »
explicite de l'opérade D,, grace a la construction de Boardman—Vogt. On définit une
nouvelle opérade WD,,. Les points de WD, (k) sont des arbres planaires enracinés a k
feuilles dont les sommets internes sont décorés par des éléments de D,, (d’arité égale au
nombre d’arétes entrantes en ce sommet) et dont les arétes internes sont décorées par
éléments du segment [0, 1]. On peut se référer a la Figure 4.4 pour un exemple d’élément.

Fic. 4.4 : Un élément de WD,,, oux €D,(3),y €D, (2) ett € [0, 1].

L'ensemble de ces arbres est quotienté par la relation d’équivalence engendrée par les
identifications suivantes, illustrées dans la Figure 4.5 :

— si un sommet est décoré par x - ¢ pour ¢ € %, alors I'arbre est identifié avec le
méme arbre oul le sommet est décoré par x et les sous-arbres partant de x sont
réordonnés selon c;
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— siune aréte est décorée par t = 0, alors I'arbre est identifié¢ avec le méme arbre ot
l’aréte est contractée et les décorations des sommets correspondants sont composées
en utilisant la structure opéradique de D, ;

— si un sommet est décoré par id, , alors I'arbre est identifié par le méme arbre oti ce
n
sommet est retiré; s’il était entre deux arétes internes décorées respectivement par
s et t, alors la décoration de la nouvelle aréte est s + t — st.

2 4 2
3 1 (V)
t

Fic. 4.5 : Relations dans WD,,.

Cette collection a une structure d’opérade. Pour composer deux arbres, on greffe
le second sur une des feuilles du premier et on décore la nouvelle aréte interne par
t = 1. Il existe un morphisme d’opérades WD,, — D,, qui consiste simplement a oublier
les décorations et a composer suivant les éléments de 'opérade suivant I’arbre. Ce
morphisme est une rétraction par déformation en chaque arité.

I ne reste alors plus qu’a construire une équivalence faible 77 : WD,, — FM,. Cette
équivalence étend les applications 7t : D, — Confgr. — FM, obtenues en composant
I'application qui oublie les rayons des disques avec 1’application quotient sur l'intérieur
de FM,,.

Soit 7 un élément de WD,,. On peut représenter 7 par un arbre dont toutes les arétes
sont décorées par un f strictement positif. Commengons par le cas ot tous les ¢ sont diffé-
rents de 1. Alors chaque aréte interne correspond de maniére unique a un plongement
affine D" — D" (qui correspond a un disque dans I'élément de ID,, qui décore le sommet
sortant de I’aréte). On applique une homothétie de rapport 1 — ¢, o1 t est la décoration
de l'aréte, a tous ces plongements, et on les compose tous en suivant 1’arbre pour obtenir
un nouvel élément de D,, a partir de 7, qui ne dépend pas de la classe d’équivalence
de 7. On définit alors un élément de FM, en oubliant les rayons des disques de cette
configuration. On peut se référer a la Figure 4.6 pour un exemple.
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1/3

Fic. 4.6 : Construction du morphisme 77 : WD,, — FM,,.

Si T a des arétes décorées par 1, on découpe 1’arbre suivant ces arétes. On applique
ensuite la procédure ci-dessus a chacun des sous-arbres ainsi obtenus, pour obtenir
plusieurs éléments de FM,,. Enfin, on compose ces éléments en utilisant la structure
d’opérade de FM, selon l’arbre de départ. Cette procédure est bien définie et continue.
C’est par définition un morphisme d’opérades 77 : WD,, — FM,,. Comme 77 étend 7, que
7t est une équivalence d’homotopie et que l'inclusion D,, — WD,, est une équivalence
d’homotopie, on en déduit que 7T est une équivalence d’homotopie. O

Remarque 4.3.19. On peut appliquer la méme procédure a FM,, pour obtenir une opérade
WEFM,,. Salvatore [Sal01; Sal19] a montré que WFM,, est isomorphe a FM,,. Cela entraine
notamment que cette opérade est cofibrante, c.-a-d. qu’elle possede une propriété de
relevement par rapport a certains morphismes d’opérades (les fibrations acycliques).

Remarque 4.3.20. En collaboration avec Campos et Ducoulombier [CDI19], nous avons
développé des versions «a niveau» de la construction de Boardman—Vogt pour les
opérades, leurs modules, les coopérades de Hopf et leurs cobimodules.

Considérons maintenant les espaces de configuration d’une variété compacte sans
bord M fixée. Comme dans la Section 2.3, on choisit un plongement ¢ : M = RN pour N
grand, ce qui permet de définir la compactification FM,;. On suppose de plus que M est
parallélisable, c’est-a-dire que son fibré tangent TM est trivial. Fixons une trivialisation
de TM. Cette trivialisation induit une fonction continue 7 : M —» Emb(R", RV) qui
représente la différentielle de 1. L'application 7 est telle que 7' : (x,v) — (1(x), T(x)(v))
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fait commuter le diagramme :

™ —4 s TRN

lg Canoniz (4.3.21)
MxR" —Z 5 RN x RN,

Avec ces données, on peut définir une structure de FM,,-module a droite sur la collection
FMp; comme suit. Soit x € My (U/T) ety € FM, (T). On considere le point p;ry(x) €
R", qui induit un plongement 7(p;7;(x)) : R" < RN via notre parallélisation 7. Ce
plongement induit un nouveau plongement FM, = FMy, que l'on note encore 7 (pr(x))
par abus de notation. On peut donc considérer la configuration T(prr () (Y) € IMN(T).
On définit alors une nouvelle configuration x o y € FM,;(U) dans les «coordonnées » de
I’Equation (2.3.26) par :

= Puxery) = ppyx);

0, (T(pr N (W), sii,jeT;
— ] [T]
~ fylrery) = {9 A7 (X) sinon;
(71071 ’ ’
S (T N W), siijkeT;
0, siibtkeTetj&T;
_5ijk(x°Ty) =41, sii,je Tetke¢& T ;
0o, sijkeTeti¢T;
O [0k (X, sinon.

Proposition 4.3.22. La collection FM,, munie de cette structure forme un FM,-module a droite,
et la paire (FMy,, FM,,) est faiblement équivalente a la paire (D4, D,,).

Remarque 4.3.23. La structure de module a droite sur FM,, dépend du choix de la paralléli-
sation 7. Dans [CDIW18, Section 5.2], avec Campos, Ducoulombier et Willwacher, nous
avons notamment étudié 1’effet d’'un changement de parallélisation sur les modéles en
complexes de graphes.

4.4 Formalité et modeles des espaces de configuration

Revenons maintenant sur la formalité des espaces de configuration de R”, que nous
avions évoquée dans la Section 1.4. Nous savons désormais qu’a homotopie prés, ces
espaces de configuration ont une structure algébrique : ils forment une opérade (topolo-
gique).

Définition 4.4.1 ([Frel7a, Section 3.2]). Une coopérade de Hopf est une collection symé-
trique C = {C(U)} dans la catégorie opposée des ADGC munie d"une counité ¢ : C({*}) —
k et de morphismes de cocomposition, pour toute paire d’ensembles finis W C U :

opy : C(U) = C(U/W) ® C(W) (4.4.2)
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qui vérifient des propriétés d’équivariance, de counitalité et de coassociativité duales a
celles qui définissent les opérades.

Proposition 4.4.3. Soit P une opérade topologique. Son homologie (sur n'importe quel anneau)
est une opérade linéaire. Sa cohomologie sur un corps H* (P; k) forme une coopérade de Hopf.

Démonstration. Cela découle de la fonctorialité de la (co)homologie et, sur un corps, du
fait que le morphisme de Kiinneth est un isomorphisme. Les opérations de (co)composi-
tion sont respectivement données par :

K (o)
ow  H,(P(U/W)) ® H, (P(W)) — H,(P(U/W) x P(W)) —5 P, (444)

oYy + H (P(U); k) —5 H*(P(U/W) x P(W); k) <= H*(P(U/W); k) ® H* (P(W); k).
- (4.4.5)
On vérifie aisément que tous les axiomes sont vérifiés. ]

Nous pouvons appliquer ceci a I'opérade des petits disques :

Théoreme 4.4.6 (Cohen [Coh76]). L'homologie de Dy est 'opérade e, := Ass qui gouverne les
algebres associatives.

Pour n > 2, I'homologie de D,, est l'opérade e,, := Pois,, qui gouverne les n-algébres de Poisson,
c’est-a-dire les algebres commutatives unitaires munies d’un crochet de Lie de degré 1 — n qui est
une bidérivation par rapport au produit commutatif. La structure de coopérade de sa cohomologie
ey := H*(D,;; Q) se décrit comme suit. Pour T C U une paire d’ensembles finis, la cocomposition
est donnée sur les générateurs par :

of s ey (U) —» e (U/T) ® ) (T)
{1 ®w;y, siijeT;

447
Wiy ® 1, sinon. ( )

Nous savons (Théoréme 1.4.12) que les espaces de configuration de R” sont formels,
et que ces espaces ont le type d’homotopie des espaces qui composent l'opérade D,,.
Est-ce que cette formalité est compatible, en un sens, avec la structure d’opérade? Il faut
déja préciser la question : le morphisme de Kiinneth n’est qu'un quasi-isomorphisme au
niveau des chaines, pas un isomorphisme. On n’a donc pas une structure de coopérade
sur la collection O, (FM,,), seulement des «zigzag de cocomposition » :

Qb (FM, (L)) — O, (FM, (LL/W) x FM, (W) <= Q5 (FM, (LL/W)) ® Q25 (FM, (W)).
(44.8)
Nous introduisons donc la définition ad-hoc suivante :

Définition 4.4.9. Soit P une opérade en ensembles SA compacts. Un modéle réel de P est
une coopérade de Hopf C telle qu’il existe des zigzags de quasi-isomorphismes d’ADGC :

CU) < D) > O, (P(LD), (4.4.10)
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ol D est une coopérade de Hopf, tels que les diagrammes suivants commutent :

cu) < ~ D(U) > Q5 (P(UD)

ot
w

W °W Opp (PU/W) x P(W))

C(U/W) ® C(W) +=— D(U/W) ® D(W) —— Q5 (P(U/W)) & Q5 (P(W))
(4.4.11)

Remarque 4.4.12. Cette définition ad-hoc a des fondements théoriques. Fresse [Frel7b] a
développé la théorie de 'homotopie rationnelle des opérades et a montré que la définition
précédente (avec ()f; au lieu de Q)p, ) donnait effectivement une théorie de 1’'homotopie
rationnelle des opérades topologiques qui a des propriétés analogues a la théorie de
I’homotopie rationnelle des espaces topologiques. Cette théorie s’adapte au cas réel en
remplacant Q)p; par Op, grace aux propriétés homotopiques que vérifie (), . Il existe
notamment une «version opéradique» du foncteur (O (PL ou PA), qui produit une
véritable coopérade de Hopf ()P & partir d"une opérade topologique ou SA P, tel que si
P est cofibrante alors (Q)4P) (r) =~ ()" (P(r)).

Définition 4.4.13. Une opérade P en ensembles SA compacts est formelle (sur R) si
H*(P; R) est un modeéle réel de P.

Remarque 4.4.14. 11 existe une notion plus faible de formalité dans la littérature. Notons
que C, (P) forme toujours une dg-opérade linéaire grace au morphisme de Kiinneth. La
formalité que nous allons appeler «faible », par opposition a la formalité «forte » définie
ci-dessus, demande que les dg-opérades C, (P) et H, (P) soient quasi-isomorphes. Si une
opérade est fortement formelle, alors elle est faiblement formelle.

Théoréeme 4.4.15 (Kontsevich [Kon99], Tamarkin [Tam03], Lambrechts et Voli¢ [LV14],
Petersen [Pet14], Fresse et Willwacher [FW20] et Boavida de Brito et Horel [BH19]).
L'opérade FM,, est formelle pour tout n.

Ce théoreme a connu plusieurs variantes :

— Kontsevich [Kon99] a montré la formalité faible sur R. Grace a un résultat ultérieur
de Guillén Santos, Navarro, Pascual et Roig [ GNPRO05], la formalité faible sur R
s’est avérée étre équivalente a la formalité faible sur Q.

— Tamarkin [Tam03] a montré la formalité faible sur Q pour n = 2. Sa preuve
est completement différente de celle de Kontsevich : comme mentionné dans le
Chapitre 1, les espaces Conf2 sont des espaces d’Eilenberg-MacLane et on peut
donc les étudier completement a ’aide de leur group(oide) fondamental. Celui-ci
s’exprime en termes de tresses, sur lesquelles il existe une opération de «cablage »
qui décrit la structure opéradique. En utilisant un associateur de Drinfeld [Dri90],
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Tamarkin en déduit la formalité de FM, sur Q. Nous pouvons nous référer également
a [Frel7b] pour un raffinement de cette preuve qui permet de déduire la formalité
forte.

— Lambrechts et Voli¢ [LV14] ont détaillé la preuve de Kontsevich et 'ont généralisée
pour démontrer la formalité forte pour n > 3. Nous allons la rappeler rapidement
ci-dessous.

— Petersen [Pet14] a montré la formalité faible de FM, en utilisant 1’action du groupe
de Grothendieck-Teichmdiller qui existe sur cette opérade.

— Fresse et Willwacher [FW20] ont montré que 'opérade FM,, est intrinséquement
formelle sur Q pour n > 3 : sous certaines hypotheses techniques, si P est n'importe
quelle opérade topologique qui ala méme cohomologie que FM,, (plus une condition
en dimension divisible par 4), alors P est formelle sur Q, et est donc rationnellement
équivalente a FM,,.

— Boavida de Brito et Horel [BH19] ont construit une action du groupe de Grothen-
dieck-Teichmiiller sur FM, pour prouver la formalité faible sur Q pour n > 2. 1ls
ont par ailleurs des résultats de formalité partielle en caractéristique non-nulle.

Ce théoreme a des conséquences importantes. Nous pouvons notamment mentionner
la quantification par déformation des variétés de Poisson [Kon03] et la conjecture de
Deligne [KS00; Tam98] (qui a également plusieurs autres démonstrations).

Rappelons maintenant la preuve de Kontsevich et Lambrechts—Voli¢. Comme le Cha-
pitre 1 est inspiré par cette preuve, nous nous contenterons d’une ébauche, les définitions
et démonstrations étant analogues.

Esquisse de démonstration du Théoréme 4.4.15. 11 y a un complexe de graphes Graphs, ()
qui s’insére dans un zigzag de quasi-isomorphismes :

ey (U) « Graphs (U) — O, (FM, (UD)). (4.4.16)

Comme espace vectoriel, Graphs, (r) est engendré par des classes d’isomorphismes de
graphes I' du type suivant. Le graphe I' a dessommets dits externes en bijection avec
U et un nombre fini arbitraire de sommets internes Les arétes sont soit orientés soit
numérotés avec des conventions de signes similaires a celles du Chapitre 2. Le degré de
I'est (n — 1)#E — n#l, ou E est ’ensemble des arétes et I 'ensemble des sommets internes.
Le produit consiste a recoller les graphes le long de leurs sommets, et la différentielle est
la somme de toutes les manieres de contracter une aréte incidente a un sommet interne
(sauf les «culs-de-sacs », c.-a-d. les arétes incidentes a un sommet interne univalent).
Enfin, on quotiente par les graphes ayant des composantes constituées entierement de
sommets internes.

Le morphisme Graphs (U) — ey (U) est I'application quotient qui envoie les graphes
contenant des sommets internes sur zéro. On vérifie que c’est un quasi-isomorphisme de
maniére purement combinatoire. Le morphisme Graphs, (U) — Qpa (FM,, (U)) est défini
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par des intégrales, comme dans le Chapitre 2. Le « propagateur» ¢ sur FM, (2) = "1 est
simplement la forme volume de la sphere, qui est bien une forme minimale (ot ¢,, est
une constante qui dépend de n) :

@ =c, y (=Dixdx; A Adx; A - Adx,,. (4.4.17)

n
i=1

(On note en particulier que pour n = 2, ¢ = ydx — xdy = J(dlogz) oz = x +
iy, a comparer avec I’Equation (1.4.11).) On vérifie que le morphisme Graphs, (U) —
Opa (FM,, (U)) ainsi défini est un morphisme d’ADGC comme dans le Chapitre 2. Il est
clairement surjectif en cohomologie, d’ot le résultat.

Le point nouveau par rapport au Chapitre 2 est la structure opéradique. Nous avons
décrit la structure de coopérade de e,/ dans le Théoreme 4.4.6, et celle de (f, (FM,,) est
définie a partir de celle de FM, par contravariance. Décrivons maintenant celle de Graphs,.
Soit W C U une paire d’ensembles et I' € Graphs, (U) un graphe. La cocomposition
oy () est une somme de plusieurs termes, indexée par tous les sous-graphes I'" C T dont
I'ensemble des sommets externes est W. Pour un tel sous-graphe, on définit un graphe
quotient I'/T" dont les sommets externes sont U/W et dont les sommets internes sont
ceux de I' qui ne sont pas dans I"". Les arétes de I'/T"” sont les arétes de I" qui ne sont pas
dans I'’; si une extrémité d’une aréte était un sommet de I'’, alors son extrémité dans
I'/T’ devient » € U/W. Si cette procédure crée des arétes multiples ou des boucle alors
le résultat est nul. On définit ainsi une opération

oVW : Graphs, (U) — Graphs, (U/W) ® Graphs, (W)

T~ Y +I/I'er, (4.4.18)
T'cr
Vet TH=W

ot1 le signe est défini par la régle de Koszul. On pourra se référer a la Figure 4.7 pour un

exemple.
@é\@ ” é\@@@ * @@Er\@

Fic. 4.7 : Exemple de 02’1’2} : Graphs ({1,2,3}) — Graphs ({x,3}) ® Graphs, ({1,2}).

On vérifie sans peine que I'application quotient Graphs — e,/ respecte cette structure
d’opérade. Le fait que les intégrales Graphs, — Qp, (FM,) la respecte aussi découle
d’un calcul similaire au niveau des formes. Le point essentiel de la preuve réside dans la
décomposition du produit fibré FM, (U UT) Xew, () (FM,, (U /W) xFM, (W)) ot FM,, (U LUI) —
FM,,(U) est la projection canonique et FM,, (U /W) x FM, (W) — FM, (U) est la composition
opéradique. On vérifie qu’il se décompose en une réunion de sous-variétés de FM, (U U I)
de codimension 1 (qui correspondent aux différentes manieres d’inclure ou non les
sommets internes dans le sous-graphe). O
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Intéressons-nous maintenant aux espaces de configuration d’une variété compacte
sans bord parallélisée M. On définit la notion de modéle pour un module a droite
sur une opérade de maniére analogue a la Définition 4.4.9. Nous savons qu’ils ont le
type d’homotopie des espaces FM,,(r), qui forment un module & droite sur l'opérade
FM,,. Décrivons maintenant quelle est la contrepartie de cette structure au niveau des
modeéles :

Proposition 4.4.19. Soit A une ADGC a dualité de Poincaré dont la caractéristique d’Euler
X(A) = Zl,>0 (—=1)! dim A’ est nulle. Alors la collection G 4 des modeéles de Lambrechts—Stanley
associée & A est un comodule de Hopf a droite sur la coopérade de Hopf e/ avec les opérations
suivantes, pour W C U :

ot G4 (U) = G, (U/W) ® ) (W),
pia) = piya) (GeU a€A),

W, (4.4.20)

{1 ®wy,  sii,jEW;
]

Wiy ® 1, sinon.

Démonstration. Soit vol, € A" la forme volume de A, c’est-a-dire l'unique élément
vérifiant € 4 (vol ) = 1. Un petit calcul montre que sil’on applique le produit : A® A —
A ala classe diagonale A, € (A ® A)", on obtient la classe d’Euler x (A) - vol, = 0.

Vérifions maintenant que la structure ci-dessus définit un comodule de Hopf a droite.
La compatibilité avec le produit et la structure coopéradique est immédiate. Pour la
différentielle, il est clair que d (o, (pf (1)) = oy (d(pf (a))) poura € Aeti e U.Sii ¢ W
ouj & W, cette relation est aussi claire pour wj. Enfin, sii,j € W,

d(oVW(wi]-)) =d(1® w;;)
=0,
OVW(P}}(AA))
D Pl P8y @1
(Ap)
=x(A) -pi(voly) ®1
=0 ]

°Vw(d(wij))

Théoreme 4.4.21. Soit M une variété compacte sans bord, simplement connexe, lisse, parallélisée,
de dimension au moins 4. Soit A un modéle a dualité de Poincaré de M. La paire (G4, e)) est un
modeéle réel de la paire (FMy, FM,).

Démonstration. Ilsuffit de vérifier que le zigzag construit dans le Chapitre 2 est compatible
avec la structure de comodule. On construit une structure de Graphs, -comodule de Hopf
sur les complexes de graphes qui apparaissent dans ce zigzag en s’inspirant de la structure
de coopérade de Graphs  : quand on contracte un sous-graphe, on multiplie ensemble
les décorations de ses sommets. On vérifie sans peine que cette structure est compatible
avec tous les morphismes du zigzag. O
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Dans le cas des variétés a bord, des résultats similaires sont vrais (avec des preuves
similaires) :

Proposition 4.4.22. Soit (M, 0M) une variété compacte a bord. Si M et N = dM sont parallé-
lisées, alors aFMy; et mFM, ¢ forment des modules a droite sur 'opérade FM,,, et I'action de aFMy; sur
mFM, est compatible avec cette structure de module a droite.

Théoréme 4.4.23 ([CILW18]). Soit M une variété compacte a bord vérifiant les hypotheéses
du Théoréme 3.3.15. Supposons de plus que M et N = dM sont parallélisées. Alors avec les
notations de ce théoréme, les collections aGraphs%a et mGraphs?4 forment des comodules de Hopf a

droite sur Graphs , et la coaction de aGraphsEZ\a sur mGraphsg est compatible avec cette structure

de comodule. Le triplet (mGraphs%, aGraphsga) est un modeéle réel pour (mFM,,, aFMy;, FM,,) avec
leurs structures algébriques.

Théoréme 4.4.24 ([CILW18]). Soit M une variété compacte a bord vérifiant les hypotheéses
du Théoréme 3.4.25. Avec les notations de ce théoréme, Gp est un comodule de Hopf a droite sur
e, si IM # (. Si de plus M est parallélisée, alors la paire (Gp, e, ) est un modéle pour la paire
(mFMy 4, FM,,) compatible avec la structure de module a droite.

4.5 Exemple de calcul

Concluons par un exemple de calcul d’homologie de factorisation (cf. Section 4.1).
Commengons par en donner une définition plus précise. Nous avons défini dans la
Remarque 4.2.26 le produit de composition P o Q de deux collections symétriques P et Q.
Soit M une variété compacte sans bord parallélisée. La collection FM,, est alors un monoide
pour le produit o (Remarque 4.2.26), et la collection FM,,; est un module a droite sur ce
monoide (Remarque 4.2.53). Une algebre A sur FM, définit un module a gauche sur M,
concentré en arité 0 (Exemple 4.2.44), que nous allons continuer a noter abusivement A.
Nous avons donc deux applications de structure :

pM . FMM o FMVl g FMM’ AA . FM1’Z OA g A (4.51)

En combinant des résultats de Salvatore [Sal01], Francis [Fral3] et Turchin [Tur13], nous
obtenons la définition suivante :

Définition 4.5.2. Soit M une variété compacte sans bord parallélisée et A une algeébre sur
FM,,. L'homologie de factorisation de M a coefficients dans A est 1’espace topologique donné
par le coégalisateur homotopique :

paeidy
). (45.3)

fMA = hocoeq(FMM ofM, 0 AT <(FMy 0 A
Aa

idFMM °

Remarque 4.5.4. Le module a droite FM,; est cofibrant [ Turl3, Lemma 2.3]. Cette propriété
nous permet de savoir que le coégalisateur homotopique de la Définition 4.5.2 est fai-
blement équivalent au coégalisateur strict. C’est ce coégalisateur strict que nous allons
décrire ci-dessous.
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Concretement, I’espace [ ), 41 est un quotient de I'espace FMy; o A. Les points de FMy; o A
sont du type x(a;);cq;, oit U est un ensemble, x € FM,;(U) est une configuration virtuelle
dans M et les a; € A sont des éléments de A. Le quotient est obtenu en quotientant par
la relation engendré par les identifications suivantes. Tout d’abord, si ¢ : U — V est une
bijection, nous avons une identification :

(x-0) @) ieu = X@yi))icu- (4.5.5)

Cela nous permet essentiellement de voir les points de FM,; o A comme des configurations
non-ordonnées décorées par des éléments de A. Nous avons ensuite une autre identifi-
cation, qui utilise la structure d’algeébre de A et la structure de module a droite de FM,,.
Pour une configuration x € FM,(U), des configurations y; € FM, (V) (pouri € U) et
des €léments 4, ; € A pouri € Uetj € V;, nous avons 'identification :

Yy @i picu,jev, = *Yi@;Diev,) ey (4.5.6)

Graphiquement, cela signifie que si des points sont infinitésimalement proches dans une
configuration de M décorée par A, alors on identifie cette configuration décorée avec
la configuration obtenue en remplagant ces points infinitésimalement proches par un
unique point décoré par I'action de la configuration infinitésimale (qui vit dans FM,,) sur
les éléments de A correspondants. Deux exemples sont donnés sur la Figure 4.8. En tant
qu’ensemble, on peut donc identifier fM A avec Uk>0 Confy, (k) X5, Ak La topologie de

'espace fM A est cependant plus compliquée quune simple réunion disjointe.

Exemple 4.5.7. Prenons M = S! et soit x, € S! un point base. Soit A une algebre
associative et a,b € A deux éléments. L'algebre A devient une algeébre sur FM; grace au
morphisme FM; <> Ass et nous pouvons donc considérer I'espace | g1 A Alors dans J a4
il existe un chemin entre (x;) (ab) € Confy;(1) x A et (xy)(ba) € Conf,,(1) x A qui passe
par Confg1(2) x5, A?, cf. Figure 4.8.

L'existence de ce chemin n’est pas un hasard. Il est connu que H, <fsl A) estisomorphe
a ’lhomologie de Hochschild de A, qui peut se définir de la maniere suivante. L'espace
vectoriel A admet deux actions de 1’algébre A, a gauche et a droite, ce qui en fait un
(A®A°P)-bimodule. Chomologie de Hochschild HH, (A) est donnée par To1‘j:“'z’Aop (AA),
c’est-a-dire ’homologie du complexe donné par le produit tensoriel dérivé A ®£I:1® Aop A

On peut aisément montrer que H, ([ o A) = HH, (A). En effet, le cercle S! se décom-
pose de la forme U Uy, g V, ott U = V = D! sont deux demi-cercleset W = U NV = S°
est 'équateur (deux points d’orientations opposées). On sait que |, A = Aetque
Joog A = JgA® [ A= A® A La formule de décomposition de I'homologie de
factorisation nous permet de déterminer que

~ L ~ L
jsl A= qu Ok fVA = A ®% g a0 A.
Calculer le produit tensoriel dérivé A ®% o 4op A revient, en quelque sorte, a identifier a

homotopie preés I’action a gauche et I’action a droite de A sur elle-méme. Cela donne, en
degré zéro, I'identification entre les classes [ab ® 1] et [ba ® 1] pour a,b € A. Mais cette
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a b

ab S Q. a a

b a

% L7 ba

FiG. 4.8 : Chemin dans fsl A,ouab e A.

identification est non-triviale et peut donner lieu a des éléments non-triviaux en degré
supérieur, ce qui est reflété par I'existence de chemins non-triviaux (comme ci-dessus)
dans [, A.

Remarque 4.5.8. Si A est une algebre commutative (ou plus généralement une algébre
D), alors c’est en particulier une algebre D,, en utilisant le foncteur canonique D,, — Com
(ou l'inclusion D,, C D). On peut donc calculer 'homologie de factorisation [, A sur
une variété M. Cette homologie de factorisation est alors en fait donnée par 1’homologie
de Hochschild supérieure de M a coefficients dans A de Pirashvili [Pir00], voir Lurie
[Lurl?, Theorem 5.5.3.8] ou Ginot, Tradler et Zeinalian [ GTZ14, Theorem 5].

Passons maintenant au point de vue algébrique. Soit M une variété compacte sans
bord simplement connexe lisse parallélisée. Choisissons un modéle a dualité de Poincaré
de M, que nous allons noter P pour le distinguer de 'algébre A ci-dessus. Alors on sait
que la collection Gp formée par les modeles de Lambrechts-Stanley de M est un modele
pour FM,; en tant que module a droite sur FM,,. En particulier, la paire (Gl\ﬁ, e,) (formée
par le dual de Gp et 'opérade e,,) est quasi-isomorphe a la paire (C, (FMy,), C, (FM,)).

Soit maintenant A une algebre sur FM,,. Grace au morphisme de Kiinneth, les chaines
C,(A) (a coefficients réels) forment une algebre sur C, (FM,,). La formalité de FM, en-
trainent que les opérades C, (FM,) et e, = H,(FM,) sont faiblement équivalentes. En
utilisant des théorémes généraux sur les opérades, leurs catégories d’algeébres ont les
mémes catégories homotopiques. Cela entraine que la classe de quasi-isomorphisme de
C, (A) correspond a une unique classe de quasi-isomorphismes d’algébre sur e,,. Notons
cette classe [A], oi1 A est une algebre sur e, représentative. Le fait que le foncteur des
chaines commute avec les colimites entraine alors que :

C*(J'MA) = C,(PMy) oc (g , Co(A) = GF of A. (4.5.9)
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Ce nouveau complexe, G} %, A, est le coégalisateur homotopique de Y o e, 0 A 3

Gy o A. On peut explicitement décrire G comme module a droite sur e,, en dualisant
la description de la Proposition 4.4.19. Ce nouveau complexe est donc beaucoup plus
simple a calculer que C, ( S M A).

Calculons-le maintenant dans un cas simple pour retrouver un théoréme de Knudsen
[Knul7, Theorem 3.16]. Soit g une dg-algebre de Lie. L'algebre graduée commutative
libre sur sa désuspension,

A = 5S(g[1 —n]), (4.5.10)

est une algebre e, c’est-a-dire une algebre de Poisson décalée (cf. Théoréme 4.4.6). Le
produit commutatif est simplement le produit de 1’algebre libre. Le crochet de Lie décalé
est étendu a partir de celui de g[1 — n] comme une bidérivation, c’est-a-dire qu’on utilise
les relations suivantes jusqu’a obtenir des générateurs :

[a,bc] = [a,b]c + +b[a,c], [ab,c] = a[b,c] + +[a,c]b. (4.5.11)

Cette algebre e,, est une version «stricte» de la n-algebre enveloppante supérieure définie
par Knudsen [Knu18]. En effet, on a une inclusion d’opérades ¢, : Lie, — e,, ot Lie,
est 'opérade dont les algebres sont les algebres de Lie avec un crochet de degré 1 — n.
Etant donné une algebre de Lie g, I'algébre A = S(g[1 — n]) est obtenue en appliquant
le foncteur d’extension (1,,), a g[1 — n]. C’est 'analogue en dimension supérieure du
foncteur d’extension associé au morphisme ¢ : Lie = Lie; — Ass = e; (qui envoie le
crochet sur le commutateur) : ce foncteur d’extension ¢ envoie une algebre de Lie g sur
son algebre enveloppante (g) = U(g).

Nous pouvons maintenant calculer explicitement Gy, o, A. Commengons par noter
que P~*, le complexe de chaines obtenu en renversant la graduatlon de P, est une algebre
graduee commutative dans la catégorie des complexes de chaines. Le produit tensoriel
P™* ® g est donc une dg-algebre de Lie en posant [2 ® x,b @ y] = +ab ® [x,y].

Définition 4.5.12. Soit h une dg-algebre de Lie Son complexe de Chevalley—Eilenberg
CEE (h) est donné en tant qu’espace vectoriel gradué par ’algebre graduée commutative
libre S(h[—1]) sur la suspension de h. La différentielle dh + dcp est la somme de la
différentielle de h (étendue comme une dérivation) et de la différentielle de Chevalley—
Eilenberg, définie par :

d(x; ® ~®x,) =) +1,® 8% 1 8[x,5]®X,, ® 8% 8 8, (4513)
i<j

Proposition 4.5.14 ([Idr19, Proposition 81]). Soit g une dg-algébre de Lie et soit P une algebre
i dualité de Poincaré en dimension n > 1. Soit A = S(g[1 — n]) l'algébre sur e,, associée d g. Le
complexe G, ok A est quasi-isomorphe au complexe de Chevalley—Eilenberg de P ®g:

Gp og A=CSH(P™* ®g). (4.5.15)

Esquisse de preuve. On peut définir une algébre de Lie dans la catégorie des modules a
droite sur Lie,, par:
L, = Lie[1 — n] = {Lie(k)[1 — n]}iso- (4.5.16)
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Comme P™" est une algebre commutative graduée, le produit tensoriel P~* ® L, =
{P™" ® L,,(r)},~( reste une algebre de Lie dans la catégorie des modules a droite sur
Lie,. La preuve est identique a celle du résultat analogue classique dans la catégorie des
espaces vectoriels. Le crochet de Lie est donné par la formule [a® x,b ® y] = +ab® [x, y]
ouabe P, xeL,(r),y € L,(s). On peut donc définir le complexe de Chevalley—
Eilenberg CSE (P~ ® L,,) de fagon formellement analogue a la Définition 4.5.12.

La preuve est maintenant tres similaire & celle d’un théoreme de Félix et Thomas
[FT04, Section 2], qui ont démontré que les suites spectrales de Bendersky—Gitler et
Cohen-Taylor étaient duales 'une de 1’autre (cf. la fin de la Section 2.1). La collection
Gp forme un module a droite sur e,. En restreignant la structure, elle forme donc un
module a droite sur Lie,,. En réinterprétant la preuve de Félix et Thomas et en réutilisant
les arguments, on peut démontrer que Gy est isomorphe, en tant que module & droite
sur Lie,, a CCE(P~™ ® L,).

Le produit de composition relatif CcE(P™ ® L,,) o5, h avec une algebre de Lie h est
isomorphe a CSE(P~* ® h). En utilisant le fait que e, = Com o Lie, se décompose en
termes des opérades Com et Lie,, par une loi distributive (cf. [LV12, Section 13.3]), on
obtient que

GY oo S(H[1—n]) = GY o, b[1—n]= CSE(P~™ @ b). (4.5.17)

Pour calculer le produit de composition dérivé de I'énoncé, il faut remplacer b par une
résolution cofibrante de g dans I'expression ci-dessus. Or, le complexe de Chevalley—
Eilenberg préserve les quasi-isomorphismes, donc cela ne change pas le type de quasi-
isomophisme. On obtient donc le résultat voulu. O

La Proposition 4.5.14 nous permet de calculer les chaines de I'homologie de factorisa-
tion sur une variété compacte sans bord simplement connexe lisse de dimension > 4 a
coefficients dans une n-algebre enveloppante.

Remarque 4.5.18. Comme le foncteur ()}, , envoie les colimites sur les limites, nous pou-
vons également calculer le type d’homotopie réelle de fM A. Le résultat est simplement
plus facile a énoncer dans le cadre dual.

Dans la preuve précédente, nous avons décrit G comme module a droite sur Lie,. Or
cette collection forme un module sur e, = Como Lie, . La structure de module a droite sur
Com a été décrite dans l’article [Idr18, Section 4.4] et nous allons la rappeler ici. Il nous
suffit de décrire l’action des générateurs : I'unité 7 € Com(0) et le produit u € Com(2).

Pour décrire ces actions, commengons par noter que I'isomorphisme de la dualité de
Poincaré PV = P"~* induit sur P"~* et un coproduit cocommutatif A : P"*~* — (P"—*)®2
qui est dual au produit de P. Laugmentation ¢ : P"~* — R est duale & 'unité de P via ce
point de vue.

Exemple 4.5.19. Soit P = H*(S' x 81 = S(ay,by) et soitab = v avec e(v) = 1. Alors
Al) =v®1+1®v+a®b+b®a,Aa) =a®v+v®a (de méme pour b) et A(v) = v®v.

Soit U un ensemble et U = [J,_, V; une partition de U. Pour plus de clarté, nous
noterons par un - le produit tensoriel dans P ® Lie, (V;), pour le distinguer des autres
produits tensoriels. Soit X = (4;-A;);c; € 6p (U) unélément, otta; € P, etA; € Lie, (V).
Soitj € V; C U un indice.
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— SiA; aaumoins un crochet (c.-a-d. #V; > 2) alors X o; 7 = 0. Sinon, ona V; = {j}
et A; est un multiple scalaire de l'identité. Dans ce cas, dans X o 1], le facteur
correspondant a Lie, (V;) = R disparait, et on multiplie le résultat par ¢(a;).

— L'élément X o; u est obtenu en insérant le produit dans la position j € V; de
A; € Lie,(V;). En utilisant la loi distributive Lie, o Com — Com o Lie, qui sert a
définir la structure d’opérade de e,, on obtient ainsi une somme de produits de
deux éléments de Lie,, qui partitionnent V; en deux sous-ensembles. On applique
alors le coproduit A a la décoration a; pour obtenir un élément de P ® P qui décorera
les deux sous-ensembles ainsi obtenus.

Exemple 4.5.20. Considérons 'élément X = a-id(u1) @ b-A(u,, uz) € G ({uy, 15, uz}), olt
a,b € P7",id(u;) € Lie,({uy}) est l'identité, et A(u,,u3) € Lie, ({uy, uz}) est le crochet
de Lie. Alors :

- OnaX o, 1= e(@b - A(uy,uz) et X oy, = X oy, U= 0.

"

— Utilisons la notation de Sweedler pour les coproduits : A(a) = Y| ®a €

(P"*)®2 et de méme pour A(b). Notons u € Com({v;,v,}). Alors :

!
@

X ou1 U= Zﬂ’ . 1d<01) ® ﬂ” . Id(Uz) ® b '/\(uZI M3),
(a)

Xo, p= Za Sid(uy) @ (b’ -id(vy) @ b" - A(v,p,uz) + 1" - A(vy,u3) @ b” -id(v,)),
(b)
et X o,y aune description similaire a X o, .

Remarque 4.5.21. Dans [Idr18], en se servant de la structure de module sur e, ci-dessus,
nous avons étendu le calcul de la Proposition 4.4.19 au cas ol g est une algebre de
Lie «unitaire», c’est-a-dire munie d'un élément ¢ vérifiant [c,x] = 0 pour tout x € g.
L'analogue de la n-algébre enveloppante est alors le quotient S(g[1 — n])/(c = 1). Nous
trouvons un résultat analogue a celui énoncé ci-dessus.
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