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1. Etude de fonctions

1.1. Fonctions réelles d'une variable réelle

1.1.1. Définitions de base
On étudie les fonctions d’'une variable réelle f : A — B. Une fonction a :
* un ensemble de départ A (dans ce chapitre, A C R);

* un ensemble de définition D, C A, 'ensemble des points x € R pour lesquels
on peut calculer f (x) ;

* un ensemble d’arrivée B, ’ensemble auquel les valeurs de f appartiennent
(dans ce chapitre, B C R).

Remarque 1.1.1. Le domaine de définition peut dépendre de I’expression. Par
exemple, le domaine de définition de f(x) = x2/x est R*, mais le domaine de
définition de g(x) = x est R.

Définition 1.1.2. L'image d’une fonction f : A — B est I’ensemble imf C B des
valeurs atteintes par la fonction. En d’autres termes, c’est 'ensemble des points y
tel que il existe au moins un x € R satisfaisant f (x) = y.

Pour déterminer I'image de f, on prend I'équation y = f (x), on suppose quey € B
est fixé, et on essaye de résoudre en cherchant x € A. Si on y arrive, alors y est
dans 'image, sinon, il n’y est pas.

Exemple 1.1.3. L'image de f (x) = 1/x est R*. L’image de f (x) = x2 est R,.

Définition 1.1.4. La courbe représentative (aussi appelée «graphe») d'une
fonction f est 'ensemble des points du plan (x,y) € R? tel quey = f (x).

Exemple 1.1.5. La courbe représentative de f(x) = x2 est... celle de fx) =1/x
est...

Le but de ce chapitre va étre d’apprendre a tracer des courbes représentatives.

11.2. Parité, périodicité
Définition 1.1.6. Une fonction f : A — B est dite paire (resp. impaire) si :

* son ensemble de définition est symétrique : si x € Dy, alors —x € Dy;



1. Etude de fonctions

e Vx € Df, onaf(—x) =f(x) (resp. f(—x) = —f (x)).
C’est une propriété qui se voit sur le graphe de la fonction :
¢ le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport a I'axe des ordon-
nées;
* le graphe d’'une fonction impaire est symétrique par rapport a l'origine.

Remarque 1.1.7. 1l existe des fonctions qui ne sont ni paires ni impaires.
Exemple 1.1.8. La fonction f (x) = x2 est paire : f(—x) = (—x)2 = (=x) (=x) =
x2 = f (x). La fonction f (x) = 1/x est impaire : f(—x) = 1/(—x) = —1/x = —f (x).
La fonction f (x) = 1 + x n’est ni paire ni impaire.

Définition 1.1.9. Soit 7' > 0. Une fonction f est T-périodique si :
* son ensemble de définition est tel quex € Dy < x+ T € Dy;
o ‘v’xEDf, onaf(x+T)=f(x).
Une fonction f est périodique si il existe un 7' > 0 tel que f est T-périodique.

Ca se voit aussi sur le graphe de la fonction : on prend le graphe sur [0, 7] et on
le translate de T en T pour obtenir le graphe complet.

Exemple 1.1.10. Une fonction constante est T-périodique pour tout 7" > 0.

1.2. Fonctions usuelles

1.2.1. Polynémes et fonctions rationnelles

Définition 1.2.1. Un polynoéme est une fonction obtenue a partir de produits et
de sommes de constantes et de la fonction x, c’est-a-dire une fonction du type :

Px) =ag+ayx+ -+ adxd,

avec des coefficients ag, ... ,ay € R. Siay # 0, alors d est le degré du polynéme,
noté deg P.

Définition 1.2.2. Une racine d’'un polyndéme est un point x € R ou le polynéme
s’annule : P(x) = 0.

Propriété 1.2.3. Le domaine de définition d’'un polynéme est R.

Propriété 1.2.4. La somme de deux polynémes est un polynéme. Le produit de deux
polynémes est un polynéme.

Définition 1.2.5. Une fonction rationnelle est une fonction obtenue comme le
quotient de deux polyndomes :

Px) agt+ajx+-+ apx”
Qx) bo +byx + - + bt
Propriété 1.2.6. Le domaine de définition de R (x) = P(x) /|Q (x) est R\{racines de Q}.

R(x) =
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1.2.2. Fonctions trigonométriques

On définit les fonctions sinus et cosinus a partir du cercle
trigonométrique. Pour rappel, un tour complet = 360 degrés = 27

radians. Si @ est un angle exprimé en radians, on trace le point \/

qui correspond sur le cercle unité : son abscisse est cos @, son
ordonnée est sin .
On définit également la tangente : tan ¢ =

sin a
cosa”

Propriété 1.2.7. On a les domaines de définition suivants : Dy, = D, = R,
Dy = R\ {7/2+ k7 | k € Z}.

Propriété 1.2.8. Les fonctions cos et sin sont 2mw-périodiques. La fonction tan est
mr-périodique.

Propriété 1.2.9. Les images de cos et sin sont [—1, 1]. L'image de tan est R.

Formules trigo :

cos(m/2 —a) =sina sin(7w/2 — @) = cosa

cos(—a) =cosa sin(—a) = —sina

cos(m — a) =cosa sin(m —a) = —sina
sin(e¢ +7) = —sina cos(a+m) = —cosa

cos(a + ) = cosacos B —sinasinf3 sin(a + ) = sinacos 3 + sin S cos a

9 o tan @ + tan 3

cos“ @ +sin“a =1 tan(a + f3) =

1—tanatanpf

Il faut connaitre les courbes représentatives (cf. cours).

1.2.3. Puissances et logarithmes

Définition 1.2.10. Il existe une unique fonction dérivable f : R — R vérifiant
f(0) = 1letf (x) = f(x) pour tout x. On I'appelle la fonction exponentielle
exp(x) = e*.

Définition 1.2.11. Pour tout y > 0, il existe un unique nombre réel x tel que e* = y.
On définit donc le logarithme népérien Iny = x comme étant ce nombre.

Propriété 1.2.12. Domaines de définition : Doy, = R, Dy, = R} =]0, +oo[. Images :
imexp = R%, imIn = R. Elles sont toutes les deux strictement croissantes. Addition
et produit :

= e%e?, In(ab) =Ina + 1nb,

()l = b, In(a®) = blna.

ea+b
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Valeurs spéciales :

eV =1 el =e~ 2718 ...
Ini1=0 lne = 1.

Propriété 1.2.13. In et exp sont inverses l'une de l'autre (cf. section suivante) :
Vx ER, In(e*) =x, Vy>0,enY =y.

Dit autrement, on a :
VxeR,Vy>0,e¥=y < x=1Iny.

Soit @ > 0. On peut définir la puissance en base a et le logarithme en base
a:

1
exp, (x) = a* = e¥lna loga (x) = 12—2.

Par définition, exp = exp, et In = log,.

1.3. Composée de fonctions

Définition 1.3.1. Soit f : A — B une fonction et y € B. Les antécédents de y par
fsont les x € A tels que f(x) =y. On dit aussi que y est 'image de x par f.

Rappel : y est dans I'image de f si et seulement si y a au moins un antécédent
par f.

Définition 1.3.2. Soitf : A - Bet g : B — C deux fonctions. Leur composée est
la fonction g o f définie par (g o f) (x) = g(f (x)).

Remarque 1.3.3. L'ordre est important : g of + f o g en général.

Propriété 1.3.4. Le domaine de définition de g o [ est l'ensemble des x € Dy tels
que [ (x) € Dg.

Définition 1.3.5. Une fonction f : A — B définie sur tout A est dite :
* injective si tout y € B a au plus un antécédent;
* surjective si tout y € B a au moins un antécédent;
* bijective si tout y € B a exactement un antécédent.

Propriété 1.3.6. f : A — B est surjective si et seulement si I'image de f est B tout
entier.

Propriété 1.3.7. Les propositions suivantes sont équivalentes :
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* fest injective;
® pourtousx,y €A, sif(x) =f(y),alorsx =y;
* pourtous x,y €A, six #y,alorsf(x) +f(y).

Théoreme 1.3.8. Si f : A — B est bijective, alors il existe une fonction g : B - A

telle que :
Vx€EA,(gof)x) =x, Vy€B,(fog)y) =y.

La fonction g est unique et est notée f~1. On Uappelle Uinverse de f.

Exemple 1.3.9. L'inverse de exp est In.
Exemple 1.3.10. L'inverse de f : [0, +co[— [0, +oo[, f(x) = x2 est la fonction
@ = vx

Propriété 1.3.11. La courbe représentative de f~1 est la symétrique de la courbe
représentative de [ par rapport a la premiéere bissectrice.

Méthode pour étudierf : A —» B :
¢ fixer y € B et tenter de résoudre f (x) = y en cherchantx € A;

* si quel que soit y on trouve toujours exactement un x, c’est gagné : f est
bijective, et le x qu’on a trouvé (qui dépend de y) est f~1(y) ;
® sinon :

- si on trouve toujours au moins un x (mais parfois plusieurs), alors f est
surjective;

— sinon on en trouve toujours au plus un (mais parfois aucun), alors f est
injective;

- dans les autres cas, f n’est ni injective, ni surjective.

1.4. Rudiments d'analyse

1.4.1. Limites

Définition 1.4.1. Limite a droite : soit f une fonction, et a un réel tel que la,a +
¢[C Dy pour un € > 0.

* On dit que lim,_,+ f(x) = +oo (resp. —oo) lorsque tout intervalle ouvert du
type 1A, +oo[ contient toutes les valeurs f (x) pour x > a suffisamment proche
de a.

* On dit que lim,_,,+ f(x) =/ (pour un/ € R) lorsque tout intervalle ouvert
I 5 [ contient toutes les valeurs f (x) pour x > a suffisamment proche de a.

10
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Définition 1.4.2. Limite a gauche : soit f une fonction et a un réel tel que
la —e,a[C Df pour au moins un ¢ > 0.

* On dit que lim,_,+ f(x) = +oo (resp. —oo) lorsque tout intervalle ouvert du
type ]A, +oo[ contient toutes les valeurs f (x) pour x < a suffisamment proche
de a.

* On dit que lim,_, + f(x) = [ (pour un!/ € R) lorsque tout intervalle ouvert
I 5 [ contient toutes les valeurs f (x) pour x < a suffisamment proche de a.

Définition 1.4.3. Silim,_ ,+ f(x) =lim,_, - f(x) = f(a) =1 (pour! € R), alors
on dit que lim,_,, f(x) = [. De méme, silim,_, +f(x) =lim,_,,- f(x) = %oo, alors
on dit que lim,_,, f (x) = Zoo.

On a le tableau suivant pour les somme de limites :

lim,_,, g(x)
lim,_, f () 0 I>0 I<0 400 =—o0
0 0 l [ +o0 —o0
>0 U 140U 141 400 -
I’<0 U 1410 I+1 400 —o0
+ o0 400 400 400 400 FI
—o0 —o0 —0o0 —oo FI —o0
Et pour les produits :
lim,_,, g(x)
lim,_, f () 0 I>0 I<0 +oo —o0
0 0 0 0 FI  FI
>0 0 w I 400 —o
I”<0 0 w I —oco 4o
+o0 FI 400 —0c0 400 —o0
—00 FI —c0 400 —00 4o

Pour trouver la limite de f/g, on fait la limite de f x (1/g). Ne pas oublier les
formes indéterminées : + 00 — oo, co x 0, oo /oo et 0/0.
Limites classiques (les parametres « et S sont > 0)

limlnx = —o0 lim Inx = +o
x—0 x— 400
lim ¢ =0 lim e*¥ = 4
X—>—00 xX—>+00
Inx)“
lim (nx) =0 lim x“llnxlﬁ =0
x—too xS x—0
eax
lim — = 4o lim IxI“efgx =0
xX—>+00 xIB X——00
In(1+x e* -1
x—0 X x—0 X
sinx 1—cosx 1
lim =1 lim —s =3
x—0 X x—0 X 2

11
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Théoreme 1.4.4 (Théoreme des gendarmes). Soit f,g, h des fonctions définies sur
un voisinage de a et telles que f (x) < g(x) < h(x). Si fet h admettent une méme
limite l en a (cad lim,._,, f (x) = lim,_,, A(x) = 1) alors g admet aussi pour limite [
en a.

1.4.2. Asymptotes

Définition 1.4.5. Silim, , , f(x) = +oo (pour @ € R), le graphe de f admet une
asymptote verticale d’équation x = a.

Définition 1.4.6. Silim,_, f(x) = [ (pour ! € R), le graphe de f admet une
asymptote horizontale d’équation y = [.

Silim,_,, . f(x) = oo, alors il y a peut-étre une asymptote oblique. Posons-nous
dans la situatios lim,_, ., f(x) = +oo (les autres sont similaires). On distingue
plusieurs cas :

* Silim,, . f(x)/x = 0, le graphe de f a une branche parabolique de
direction (Ox).

* Silim, ,, f(x)/x = 4oco, le graphe de f a une branche parabolique
d’équation (Oy).

e Silim,_, . f(x)/x = a pour un certaina # 0 :

- Silim,_, . (f(x) —ax) = b pour un certain b € R, alors il y a une
asymptote oblique d’équation y = ax + b.

— Sinon, le graphe de f a pour direction asymptotique la droite y = ax.

1.4.3. Continuité

Définition 1.4.7. Soit f une fonction et a € D¢ tel que Ja — €,a + €[C Dy pour au
moins un €. On dit que fest continue en a silim,_,,- f(x) = lim,_,,+ f(x) = f(a).
On dit que f est continue si f est continue en tout point a de son domaine de
définition.

Exemple 1.4.8. Les polynomes, les fractions rationnelles, ’exponentielle, le loga-
rithme, le cosinus, le sinus, la tangente sont continues.

Propriété 1.4.9. La somme, le produit, le quotient de deux fonctions continues sont
continues.

Propriété 1.4.10. Soit f une fonction telle que lim,_, , f (x) =, et soit g une autre
fonction. Si g est continue en l, alors lim,_,, (g o f) (x) =g ().

Remarque 1.4.11. Ce n’est pas vrai si g n’est pas continue en /!

Corollaire 1.4.12. La composée de deux fonctions continues est continue.

12



1. Etude de fonctions

Définition 1.4.13. Soit I un intervalle contenant a et f une fonction définie sur
I\ {a}.Silim,_,,f(x) =1 € R existe, alors on peut étendre f par continuité en
a en posant f(a) = L.

Exemple 1.4.14. On peut étendre f(x) = x2/x par continuité en zéro, en posant

f(0) =0.

Théoreme 1.4.15 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Soit f une fonction
continue sur A, et I un intervalle inclus dans A. Alors l'image de I est aussi un
intervalle.

Corollaire 1.4.16. Soit f : [a,b] — R une application continue et soit k un réel
compris entre f (a) et f (b). Alors il existe ¢ € [a,b] tel que f (c) = k.

1.4.4. Dérivabilité

Définition 1.4.17. Soit f une fonction et ¢ € Df tel que Ja — ¢,a + €[ C Df pour
au moins un ¢. La fonction f est dérivable en a si le graphe de f admet une
droite tangente au point (a,f (a)). La pente de cette droite tangente est appelée la
dérivée de fen a et est notée f' (a).

Propriété 1.4.18. On a ' (a) = lim f@-fla) _ lim, _,, lw (limite du

x—a x—a
taux d’accroissement). La fonction est dérivable en a < la limite existe.

Définition 1.4.19. Une fonction f est dérivable si elle est dérivable en tout point
de son ensemble de définition. Dans ce cas, on définit une fonction f’, appelée la
dérivée de f, par x — f' (x).

Propriété 1.4.20. Si f est dérivable en a, alors f est continue en a. En d’autres
termes, si f n’est pas continue en a, alors f ne peut pas étre dérivable en a.

Exemple 1.4.21. Les polynomes, les fractions rationnelles, 'exponentielle, le loga-
rithme, le cosinus, le sinus, la tangente sont dérivables.

Regles de calcul, dérivées usuelles :

f (x) f’(x) f) f(x)
u+v u +v uv u'v+uv
1/u = ufv (Y vv_zuv
x% ax® 1 Inx %

expx =e* ¥ sinx cosx

cosXx sinx tanx 1+ tan?x = 1/ cos? (%)

Propriété 1.4.22. Soit f et g deux fonctions composables et dérivables. Alors on a

g°fN' (@ =f"() g ).

13
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Exemple 1.4.23. Comment calculer la dérivée de u(x) = vx2 + 1? On écritu = gof
og(x) = Jx et f(x) =x2 + 1. Alors

/4 /7 4 /7 1
u'(x) =(@gof) @) =f(x) g () =20 ——o—.
2VxZ + 1
Exemple 1.4.24. On en déduit les dérivées (e¥)’ = u'e* et (Inu)’ = u’/u.

Propriété 1.4.25. Soit f une fonction bijective. Si fest dérivableen a, et si f’ (a) # 0,
alors =1 est dérivable en b = f (a) avec

1
@ 1k

Propriété 1.4.26. Soit f une fonction dérivable définie sur un intervalle. Elle
est croissante (resp. strictement croissante) si et seulement si ' est positive (resp.
strictement positive). Elle est décroissante (resp. strictement décroissante) si et
seulement si f’ est négative (resp. strictement négative).

FhH'®) =

Remarque 1.4.27. La condition «définie sur un intervalle» est essentielle. Par
exemple, la fonction f (x) = 1/x a une dérivée strictement négative. Elle est stric-
tement décroissante sur | — o0, 0[ et sur ]0, +oo[ séparément, mais pas sur la
réunion des deux.

1.4.5. Dérivées secondes - convexité et concavité

Définition 1.4.28. Soit f une fonction dérivable et f’ sa dérivée. Si f’ est encore
dérivable, on note ' 1a dérivée de f’, et on I'appelle sa dérivée seconde.

Remarque 1.4.29. Ensuite ca continue : f,f’,f",f® ,f@ ...

Définition 1.4.30. Une fonction dérivable est convexe si sa dérivée est croissante.
Elle est concave si sa dérivée est décroissante.

Propriété 1.4.31. Une fonction deux fois dérivable est convexe (resp. concave) si et
seulement si f”’ est positive (resp. négative).

Propriété 1.4.32. Une fonction est convexe (resp. concave) si et seulement si sa
courbe représentative est au-dessus (resp. en-dessous) de toutes ses tangentes.

Remarque 1.4.33. Soit f une fonction. Son épigraphe est ’ensemble {(x,y) |y >
f(x)} et son hypographe est défini de maniere similaire. Une fonction est convexe
(resp. concave) si et seulement si son épigraphe (resp. hypographe) est convexe.

Définition 1.4.34. Une fonction f atteint un maximum local en a € Df sif(a) =
f (x) pour tout x dans un intervalle ouvert autour de a. De méme, on parle de
minimum local si f (a) < f (x) pour tout x dans un intervalle ouvert autour de a.

14
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Définition 1.4.35. Une fonction f atteint un maximum en a € Df sif(a) =f(x)
pour tout x € Df. De méme, elle atteint un minimum en a si f(a) < f(x) pour
tout x.

Remarque 1.4.36. Un maximum est toujours un maximum local. La réciproque est
fausse.

Propriété 1.4.37. Si f est dérivable et atteint un maximum local ou un minimum
local en a, alors f’ (a) = 0.

3

Remarque 1.4.38. La réciproque est fausse (p.ex. f(x) = x° ena = 0).

Propriété 1.4.39. Si f est deux fois dérivable, f'(a) = Oet f''(a) > 0, alors f
atteint un minimum local en a. De méme, si f' (a) = 0et "' (a) < 0, alors c’est un
maximum local.

Remarque 1.4.40. Si f”'(a) = 0, alors on ne peut pas conclure sans plus d’in-
formations. Ca peut étre un maximum local, un minimum local, ou aucun des
deux.

1.4.6. Tracé des courbes représentatives

Pour étudier une fonction f, on applique une méthode étape par étape :

1. On détermine le domaine de définition Dy.

On détermine si f est continue, dérivable, etc.

A Taide de la dérivée, on établit le tableau de variations.

On cherche les extremums locaux et on établit leur type.

On détermine la convexité/concavité de f.

On calcule les limites aux bornes (en +co et aux points de discontinuité).

On détermine les asymptotes éventuelles.

® =N e vk W N

Avec tous ces éléments, on trace une courbe.

15



2. Arithmétique
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3. Nombres complexes

3.1. Définitions de base

Un nombre complexe est un nombre qui s’écrit sous la forme z = x + iy ou
x,y € R et i est une constante vérifiant i2 = —1. On note C I'ensemble des nombres
complexes.

Définition 3.1.1. On note x = Rz et y = Jz. On appelle I'écriture z = x + iy
Pécriture cartésienne du nombre complexe z.

Définition 3.1.2. On note z = x — iy le conjugué de z.
Définition 3.1.3. Le module de z est le nombre réel positif 2| = vzz = yx2 + y2.

Définition 3.1.4. Soit M (x,y) un point du plan R2. Le nombre complexe z = x + iy
est appelé ’affixe de M. Réciproquement, M est appelé 'image de z.

3.1.1. Opérations algébriques
Définition 3.1.5. Soit z; = x; +iy; et 29 = x9 + iy5. On définit :
* lasommez; +29 = (x1 +%9) +i(y1 +¥2);

* le produit 229 = (X1X9 —¥1¥9) +i(X1Y9 + X9Y1);

X 4
\/x2+y2 + L\/x2+y2'

* sizy; # 0, l'inverse 1/z; =

Proposition 8.1.6. Z = z, |2| = |2], 2] + 29 = 21 + 29, 2129 = 2129, 1/2 = 1/2, et
|2122| = |21| : |22|-

Proposition 3.1.7. Rz = £}%, Jz = 2.

Proposition 3.1.8 (Inégalité triangulaire). |z; + 29| < |21 + |25].

Corollaire 3.1.9. |lz{] — |29]| < Iz1 — 29, IR2| < 2], |T2| < [2I.

17



3. Nombres complexes

3.1.2. Forme polaire
Définition 3.1.10. Soit z = x + iy. On définit

e? = exp(z) =e*(cos(y) +isin(y)).

0

Remarque 3.1.11. En particulier, e’V = cos @ + i sin @ pour 0 € R.

Proposition 3.1.12. ¢ = &2, e?+% = ¢%e?’ | 1/e? = 7.
Proposition 3.1.13. Pour a,5 € R, on a el% =B — o= 3 (mod 27).

Proposition 3.1.14. Pour z € C, il existe 0 € R tel que z = |z| - €.

Définition 3.1.15. Le nombre ¢ défini ci-dessus est appelé argument de z, noté
argz.

Remarque 3.1.16. L'argument de z n’est défini qu’'a 27 pres!

Proposition 3.1.17. arg(zz’) = arg(z)+arg(z’) (mod 27) et arg(z/z’) = arg(z)—
arg(z’) (mod 27).

Corollaire 3.1.18. arg(—z) = arg(z) + 7 (mod 27).
Proposition 3.1.19. arg(z) = —arg(z) (mod 27).

3.2. Racines carrées et équations du second degré

Théoréme 3.2.1. Soit z € C*. Alors Uéquation X? = z admet exactement deux
solutions, appelées les racines carrées de z.

Remarque 3.2.2. Le nombre z = 0 n’admet qu'une seule racine carrée.

0

Proposition 3.2.3. Si z = re’V avec r > 0 et 0 € R, alors les racines carrées de z

sont vrelll2 et yret(0/2+m)

Proposition 3.2.4 (Méthode pour trouver les racines carrées d'un nombre sous
forme cartésienne). Si z = x + iy avec x,y € R, alors ses racines carréesr = a + ib
satisfont :

2—b2

a = x,

2ab =y,
a? + b2 = a2 + 2.

Proposition 3.2.5. On considére I'équation du second degré az® + bz + ¢ = 0 ol

a,b,c € Ceta # 0. On pose A = b2 — 4ac. Soit O une racine carrée de A. Alors les

solutions de l'équation sont
_—b+0

z, =

-b-9
) 2_ = .
2a 2a

Remarque 3.2.6. Il y a toujours des solutions, méme si A < 0! Si A = 0ilya
exactement une solution, si A # 0il y a exactement deux solutions.
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3. Nombres complexes

3.3. Racines niémes et racines primitives

Théoreme 3.3.1. Soit z € C* et soit n > 1 un entier naturel. Alors il existe

exactement n nombres complexes distincts qui satisfont ’équation X" = z. On les
appelle les racines niémes de z.

Remarque 3.3.2. Le nombre z = 0 n’a qu'une seule racine niéme : lui-méme.

0

Proposition 3.3.3. Si z = re!’ avec r > 0 et 0 € R, alors les racines niémes de z

sontrg,r1,rg, ..., I,_1 Ol

0+ 2
r, = %-exp(i_i_—kw).
n

Définition 3.3.4. On appelle les racines niemes de z = 1 les racines de 'unité.
2ika
Grace au théoreme, elles sont données parr, =e » pour 0 <k < n.

Exemple 3.3.5. Les racines carrées de I'unité sont 1 et —1. Les racines quatriemes
de I'unité sont 1, —1, i et —i.

Remarque 3.3.6. 1l est difficile de trouver les racines niéemes d’'un nombre écrit sous
forme cartésienne.

Définition 3.3.7. Une racine niéme z de l'unité est dite primitive si z* = 1 mais
2k + 0 pour k < n.

Exemple 3.3.8. Les racines quatriemes primitives de I'unité sont i et —i.

Proposition 3.3.9. Le nombre r, = e » est une racine niéme primitive si et

seulement si k et n sont premiers entre eux.

3.4. Formules d’Euler et de Moivre

0

Rappel : pour e R,onae’ =cost +isind.

Proposition 3.4.1 (Formules d’Euler). On a

i0 , ,—i0 i0 _ ,—i0
+ —_
cos9=e—e, sinf=5"¢
2 2
Proposition 3.4.2 (Formule de Moivre). Pour 0 € R et n > 0 un entier naturel, on
a

(cos @ + isin )" = cos(nb) +isin(nb).
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3. Nombres complexes

3.5. Formule du binome de Newton

Rappels :

Définition 3.5.1. Soit n un entier naturel. Sa factorielle n! est définie par n! =
1x 2 x -+ xn. En particulier 0! = 1.

Définition 3.5.2. Soit 0 < £ < n des entiers naturels. On définit le coefficient
binomial «% parmi n » (parfois noté Cﬁ) :

T R(n—Fk) 1x2x - xk

(n) n! nxn—1)x-xm—-Fk+1)
L )

Pour calculer les coefficients binomiaux, on a la formule qui donne le triangle de

Pascal :
n n n+1
+ = .
(k) (k-kl) (k-kl)

Théoreme 3.5.4 (Formule du binéme de Newton). Soit a,b € C deux nombres
complexes et soit n > 0 un entier naturel. Alors

(a+b)" = Z (Z)a”_kbk

Proposition 3.5.3. On a

k=0
n n n n—1 n n—212 n n
= + b+ b + - + b".
=1 =n =n(n—1) =1
2

Exemple 3.5.5. En particulier, on a :

(@a+b)° =1,

(@+b)l=a+bd,

(@ +b)2 =a? + 2ab + b2,

(@ +b)2 =a + 3a2b + 3ab? + b?’, etc.

3.6. Applications a la trigonométrie
Proposition 3.6.1 (Formules d’addition). Pour a, € R, on a

cos(a + [3) =cosacos B —sinasin/f3, sin(a + ) = cos asin S + sin a cos /3.

Démonstration. On a et (@+8) = ¢i@cif3 ]
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3. Nombres complexes

Corollaire 3.6.2. On

2

cos(2a) cos? @ —sin?a =1—-2sin? ¢ = 2cos? a — 1,

sin(2a) = 2sin @ cos a.

Grace aux formules d’Euler et au binéme de Newton, on peut «linéariser »

cos” @ et sin” a pour n > 0. La méthode générale consiste a développper cos™ a =

ia —ila A < . . .
(%)" grace au bindme de Newton et a regrouper les termes similaires (de
méme pour sin” a).

Exemple 3.6.3. On a par exemple :

eia + e la 1 ) ) ) )
cos® a = (—2 = g(e&“ + 36! + 3eTI% 4 ¢7319)

1 (3)+3 (a)
= 4 0s(Ba) + 7 cos(a).

Grace a la formule de Moivre et au binéme de Newton, on peut «dupliquer »
cos(na) et sin(na) pourn > 0. La méthode générale consiste a développer cos(na) +
isin(na) = (cos(a) +isin(a))™ grace au binéme de Newton puis a identifier par-
ties réelle et imaginaire.

Exemple 3.6.4. On a par exemple :

cos(3a) +isin(3a) = (cos(a) +isin(a))?

= (cos® @ — 3cos a sin? @) + i (3 cos? @ sin a + sin® a),

3

d’ou on déduit que cos(3a) = cos® @ — 3 cos a sin? ¢ et sin(8a) = 3cos? asina +

sin® a.

3.7. Transformations du plan

Soit A et B deux points du plan. On note AB le vecteur qui relie A et B. En termes
de coordonnées, si on A (x,y) et B(x’,y’), alors AB est le vecteur de coordonnées
@ —x,5 —y).

Définition 3.7.1. Soit v(«, 8) un un vecteur, on définit la translation de vecteur v
par :

L‘U:R2 - R
A A+v
(x,y) = (x + a,y + ).

Proposition 3.7.2. Si l'affixe de A est z, alors laffixe de t,A est z + v.
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3. Nombres complexes

Définition 3.7.3. Soit ) € R? un point et A > 0 un paramétre réel. On définit
I'homothétie de centre () et de rapport A par :

hQ,/\ : Rz d Rz,
M- M

par I’équation QM = A - QM.

Proposition 3.7.4. Soit w laffixe de ). St M a pour affixe z, alors hq ) (M) = M !
a pour affixe 2’ qui satisfaitz’ — w = A (z — w).

Définition 3.7.5. Soit O € R? un point et & € R un angle. On définit la rotation
de centre () et d’angle 0 :

PQ’91R2—>R2,
M- M

en demandant que les longueurs QM et QOM’ soient égales et que 'angle (orienté)
MQM’ soit de 0.

Proposition 3.7.6. Soit w laffixe de Q. Si M a pour affixe z, alors ro (M) =M’

a pour affixe le nombre 2z’ € C qui satisfaitz’ — w = et? (z — w).
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4. Introduction a l'algebre linéaire

4.1. Résolution de systemes linéaires

41.1. Définition

Définition 4.1.1. Un systeme d’équations linéaires a k£ équations est n incon-
nues est un systéeme d’équations qui peut s’écrire sous la forme :

al,lxl + -+ al,nxn = bl’
az’lxl + -+ a2’nxn = bz,
ak,lxl + -+ ak’nxn = bk?

ou les coefficients a; ; et b; sont des constantes réelles (ou complexes). Une solu-
tion du systeme est un nuplet de valeurs (x4, ...,x,,) tel que si I'on remplace les
inconnues par la solution dans le systéme, les équations sont vérifiées.

Exemple 4.1.2. Le couple (1,2) est solution du systéme :

X1 +x9 =3,
le — X9 = 0.

Définition 4.1.3. Deux systemes sont équivalents si leurs ensembles de solutions
sont égaux.

Pour simplifier ’écriture, on peut représenter un tel systeme sous la forme dune

matrice «<augmentée » :
( al,l al’n bl )
ak,l ak,n bk

Remarque 4.1.4. Si on écrit le systéme sous forme d’'une matrice augmentée, il faut
faire trés attention a l'ordre des colonnes et des inconnues.

4.1.2. Pivot de Gauss

Définition 4.1.5. On appelle opération élémentaire sur un systeme d’équations
linéaires :
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4. Introduction a l'algebre linéaire

* l'échange de deux lignes, noté L; < L;;

* la multiplication d’'une ligne par un scalaire non nul, noté L; < AL; pour

A#0;

* ’'ajout d’'une ligne multipliée par un scalaire quelconque a une autre, noté

Proposition 4.1.6. Si l'on applique une succession d’opérations élémentaires a un
systéme, on obtient un systéme équivalent.

Remarque 4.1.7. 11 est essentiel d’effectuer les opérations dans l'ordre et de ne pas
appliquer deux opérations en méme temps. Par exemple, considérons le systéeme :

X1 +x9 =3,
2x1 — X9 = 0.

Appliquons en méme temps (c’est interdit) I'opération élémentaire Lo < Loy — Ly et
Popération L; « L; — Lo. On obtient alors le systéme :

—x1 + 2x9 = 3,
X1 — 23(32 = -3.

On remarque alors que (—3,0) est solution du deuxiéme systéme, alors qu’il n’est
pas solution du premier. Les deux systéemes ne sont donc pas équivalents. Dans ce
cas précis, il est évident que quelque chose ne va pas (les deux lignes du nouveau
systéme sont proportionnelles) mais si 'on ne fait pas attention, des erreurs peuvent
se produire sans que ca soit évident.

La méthode du pivot de Gauss est un algorithme consiste a appliquer des opéra-
tions élémentaires jusqu’a arriver a un systéme triangulaire. On peut schématiser
I’algorithme de la facon suivante (voir le cours pour une démonstration en direct) :

1. Etape 1:

* Quitte a échanger des lignes, on peut supposer que le coefficient de x4
est non-nul dans la premieére ligne.

* On divise la premiere ligne par le coefficient de x; pour que ce coefficient
devienne 1.

* Pour chaque ligne L; (i > 2), on effectue 'opération L; < L; — A,Lq ou
A; est le coefficient de x; dans L;.

e La variable x; n’apparait plus dans les lignes autres que la premiere.
2. Etape 2 : a partir de maintenant on ne touche plus & la premiére ligne. En
considérant les lignes restantes, on récupére un systéme de £ — 1 équations a

n — 1 inconnues. On applique I'étape précédente pour se débarrasser de xo
dans toutes les lignes sauf la deuxieéme.
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4. Introduction a l'algebre linéaire

3. Etapes suivantes : on continue & appliquer I’étape du début aux lignes sui-
vantes, jusqu’a ce que toutes les lignes soient fixées et qu’on obtienne un
systéme triangulaire.

4. Une fois arrivé a un systéme triangulaire, on peut simplement le résoudre
par substitution, en partant de la derniére équation et en remontant.

Remarque 4.1.8. Cest en forgeant que 1’'on devient forgeron; on ne peut pas se
contenter de lire la description (trés abstraite) ci-dessus et de regarder ’enseignant
Pappliquer une fois ou deux au tableau. Il faut absolument s’entrainer a le faire
soi-méme. Quasiment tous les exercices d’algebre linéaire se ramenent in fine a
la résolution d’'un systeme d’équations linéaires. La méthode du pivot de Gauss
est tres efficace et permet de résoudre les systemes d’équations linéaires sans
«bidouiller ».

4.2. L'espace R"

4.21. Définition

Définition 4.2.1. On note R” 'ensemble des n-uplets d’éléments de R, c’est-a-dire
les éléments qui peuvent s’écrire sous la forme (x4, ...,x,,) avec xq,...,x,, € R.

Dans la suite, on verra parfois les éléments de R” comme des points et parfois
comme des vecteurs (implicitement, (x4, ...,x,,) représente le vecteur qui commence
en lorigine et se termine en (x4, ...,x,,)). Par convention, on note les points par des
lettres majuscules A, B, C ... et les vecteurs par des lettres minuscules u,v,w ...
(sauf quand c’est le vecteur qui relie deux points comme dans ’exemple suivant). 11
faudra faire attention dans les définitions suivantes : par exemple, additionner deux
points n’a pas de sens, méme si on peut formellement additionner deux éléments
de R™.

Définition 4.2.2. Soit A(x{,...,x,) et B(yq,...,¥,) deux vecteurs. On note ABle
vecteur de coordonnées (y; — x1,...,¥, —X,,)-

Définition 4.2.3. Soitu = (x{,...,x,) etv = (y4,...,¥,) deux vecteurs. On note
leur somme u + v. C’est le vecteur de coordonnées (x; +y1,...,%, +¥,).

Définition 4.2.4. Soit u = (x{,...,x,) un vecteur et « € R un scalaire. On note
au le vecteur de coordonnées (axq, ..., ax,).

4.2.2. Reperes

Pour déterminer un point, on le représente généralement par ses coordonnées :
A(xq,...,x,). Ces coordonnées sont implicitement des coordonnées dans le repere
canonique de R”, mais il existe d’autre reperes!
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4. Introduction a l'algebre linéaire

Définition 4.2.5. Soit v{,...,v, des vecteurs. Une combinaison linéaire de
v1,...,U est un vecteur qui s’écrit sous la forme a vy + - + QLU oU q, ...,
sont des scalaires.

Définition 4.2.6. Une famille de vecteurs vy, ...,v;, € R” est dite libre ou linéai-
rement indépendante si

Vaqi,...,ap € R,aqvq + - + apuy, =0 = a1 =-=ap=0.

En d’autres termes, 'équation ¢ v + -+ + apv;, = 0 (que l'on peut représenter par
un systeme linéaire) n’a qu'une seule solution : (aq,...,a;) = (0,...,0). Dans le
cas contraire, on dit que la famille est liée (ou linéairement dépendante).

Exemple 4.2.7. La famille composée de u = (1,1), v = (3, 2) est libre. Ce n’est pas
lecasdeu = (1,2),v = (2,4).

Définition 4.2.8. Deux vecteurs u, v sont colinéaires s’il sont proportionnels,
c.-a-d. §'il existe « € R tel que u = av ou ¢'il existe 5 € R tel que v = Su.

Proposition 4.2.9. Une famille de deux vecteurs (u,v) est libre si et seulement si
les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

Définition 4.2.10. Un repere de R” est un (n + 1)-uplet X = (O;v4,...,v,) ou
O est un point et (vq,...,v,,) est une famille libre.

Proposition 4.2.11. Soit M un point de R" et X = (O;vq,...,v,,) un repére de R™.
1l existe une unique famille de scalaires (xq, ...,x,,) tels que

OM = xqvq + - +x,0,.

Définition 4.2.12. Les coefficients dans la proposition précédente s’appellent les
coordonnées de M dans le repéere.

Exemple 4.2.13. Le repére canonique de R" est donnée par R.,, = (O;eq,...,e,)
ouO = (0,...,0) ete; = (0,...,0,1,0...,0). Les coordonnées de M dans ce repere
sont ses coordonnées au sens habituel.

Un exercice courant est le changement de repére. Etant donné deux reperes
R = (O;vq,...,v,) et X' = (O’;v7,...,v},), si I'on connait les coordonnées d'un
point dans le premier repére, comment trouver les coordonnées dans le deuxiéme
repere ? Supposons par exemple que 'on connaisse les coordonnées (xq,...,x,,) de

M dans le repere X, c’est-a-dire OM = xqv{ + -+ +x,,0,,. On procede en deux étapes.

1. On commence par changer d’origine. Soit OO" = (kq, ..., k,,) Les coordonnées
de M dans le repére R” = (O’;v,...,v,) sont données par :

”
xl =X1 — kl,
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4. Introduction a l'algebre linéaire

2. On change ensuite de base. Ecrivons les coordonnées de v; dans la base
(v}, ...,v,) comme v; = a; 107 + - +a; ,U;,. Alors les coordonnées de M dans
le repére R’ sont :

’ ” ”
X1 = al’lxl + -+ al’nxn,
.

4 V4 V4
Xp =@y 1X7 + -+ @y p%

-
Remarque 4.2.14. Dans certains cas il est plus simple d’exprimer les coordonnées
de v; dans la base (vq,...,v,) comme v; = b, jv; + - + b, ,v,,. Dans ce cas, on a:
” 4 ’
xl = al,lxl + -+ al,nxn,

ey

” ’ /
Xp = Qp X7 + -+ aQp X

n-

et on doit résoudre le systeme linéaire, avec comme inconnues les x;.

4.3. Sous-espaces affines de R"

4.3.1. Droites du plan

Une droite est 'ensemble des points qui sont alignés avec deux points fixés. On
peut la définir :

* par un point A et un vecteur directeur u (alors (A;u) est un repere de la

droite);
* par une équation cartésienne du type ax + by + ¢ = O ou a,b,c € R et
(a,b) + (0,0);
* par une équation paramétrique du type
X =xg + at,
{ 0 t € R,
y =yo + 5t

ot (a,8) # (0,0).

Remarque 4.3.1. Aucune de ces écritures n’est unique. Une droite a une infinité de
vecteurs directeurs, une infinité d’équations cartésiennes, etc.

Proposition 4.3.2. Si la droite D passe par A et B elle admet AB comme vecteur
directeur.

Proposition 4.3.3. Soit D la droite passant par A(xy,yo) de vecteur directeur
u(a,3). Alors une équation paramétrique de D est donnée par {x = xq + at,y =
Yo + [t | t € R}. Une équation cartésienne est donnée par 3x — ay + (ayo —,on) = 0.
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4. Introduction a l'algebre linéaire

Remarque 4.3.4 (Méthode). Pour retrouver ’équation cartésienne : si « # 0, on a
x=xy+at = t="20

sous la forme ci-dessus.

doncy =y + Bt = Yo + g(x — X) qu'on peut réécrire

Proposition 4.3.5. Si D a pour équation cartésienne ax+by+c = 0 alorsn = (a,b)
est un vecteur normal («perpendiculaire») a D. La droite admet pour vecteur
directeur u = (=b,a).
4.3.2. Plan dans l'espace
Un plan P C R3 peut étre défini par :
* trois points non-alignés;

* un point A et deux vecteurs (u,v) linéairement indépendants (appelés «base
de la direction» de P);

e un point A et un vecteur normal n # 0;
* une équation cartésienne du type ax+by+cz+d = 0 avec (a,b,c) # (0,0,0);

* une équation paramétrique du type

X =x9+ a1s+ aqt,
y=y0+,813+,82t, s,t € R,
2 =2 +’}/13+'}/2t,

ou (aq,B1,71) et (ag, By, ¥2) sont deux vecteurs linéairement indépendants.

Remarque 4.3.6 (Méthode). Soit P le plan passant par A (x1,y1,21), B(x9,¥9,29)
et C(x3,y3,23). Alors :

¢ P admet (A_E,Z@) comme base de la direction et passe par A;

* on peut trouver un vecteur normal n en résolvant le systeme {E -n =
0;AC -n = 0};

* J’équation cartésienne est du typeax + by +cz+d = 0oun = (a,b,c) et on

trouve d en remplacant (x,y,z) par les coordonnées de A (par exemple).

4.3.3. Droites dans lI'espace
Une droite D C R?3 peut étre définie par :
¢ deux points distincts;

* un point A et un vecteur directeur u;
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* un systéme de deux équations cartésiennes non proportionnelles :

ax+by+cz+d =0,
ax+by+cz+d =0,

* une équation paramétrique du type

x =xq9 + at,
y=y0+/8t7 t€R9
z=2zy+t,

ou (a,,7) # (0,0,0).

Remarque 4.3.7 (Méthode 1 : paramétrique — cartésienne). Supposons que D est
donnée par une équation paramétrique comme ci-dessus. Supposons que a #* 0
(sinon on le fait avec 5 ou ). Alors t = %0 que l'on remplace dans les deux autres

a
équations. On obtient ainsi un systéme de deux équations cartésiennes en (x,y,z).

Remarque 4.3.8 (Méthode 2 : cartésienne — paramétrique). Supposons que D est
donnée par une équation cartésienne comme ci-dessus.

1. On trouve un vecteur directeur u en résolvant le systéeme {z-n = 0;u-n’ = 0}
oun = (a,b,c) etn’ = (a’,b’,c").

2. On trouve un point de la droite A (xg,yq,2¢) qui vérifie les deux équations,
par exemple en posant x = 0 et en résolvant le systéme (si ¢ca ne marche pas
on essaie y = 0 puis z = 0).
4.3.4. Hyperplans

Définition 4.3.9. Un hyperplan de R est un sous-ensemble défini par une équation
cartésienne ayx; + - +a,x, +b=0o0u (ay,...,a,) # (0,...,0).

Exemple 4.3.10. Les hyperplans de R? sont les droites, les hyperplans de R3 sont
les plans.

4.4. Sous-espaces vectoriels : propriétés

4.4.1. Définition

Définition 4.4.1. Un sous-espace vectoriel de R” est un sous-ensemble V C R”
qui :

* contient 'origine : 0 € V;
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* est stable par combinaison linéaire : siv{,...,v; € Vet aq,...,a; € R,
alors avq + - + apuvy, € V.

Remarque 4.4.2. La condition 0 € V est essentielle!

Proposition 4.4.3. Soit V C R” un sous-ensemble. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. V est un sous-espace vectoriel de R™ ;
2.0eVetVoweV,v+tweVetVveV,Vae R,av e V;
3. 0eVetVo,weV,Va,€R,av+ Lw e V.

Exemple 4.4.4. Les sous-espaces vectoriels de R? sont {0}, R? et les droites qui
passent par lorigine. Les sous-espaces vectoriels de R2 sont {0}, R3, les droites
qui passent par l'origine et les plans qui passent par l'origine.

4.4.2. Opérations

Proposition 4.4.5. Si V,W C R” sont deux sous-espaces vectoriels, alors leur
intersection V N W est encore un sous-espace vectoriel.

Remarque 4.4.6. En général, si V,W C R” sont deux sous-espaces vectoriels, leur
union n’est pas un sous-espace vectoriel. C’est le cas uniquement si V. C W ou si
wcV.

Proposition 4.4.7. Si V,W C R” sont des sous-espaces vectoriels, alors le sous-
ensemble suivant est un sous-espace vectoriel de R™ :

V+eW={ueV|dveV,dJwe Wtq.u=v+w}.

On lappelle la somme de V et W. C’est le plus petit sous-espace vectoriel qui contient
VuWw.

Exemple 4.4.8. La somme de deux droites distinctes est un plan.

4.4.3. Sous-espace vectoriel engendré

Remarque 4.4.9. Dans ce qui suit, on va parler de familles d’éléments. Contraire-
ment & un sous-ensemble, un méme élément peut étre répété plusieurs fois dans
une famille. En général, on considere que les éléments d'une famille sont ordonnés,
du premier au dernier.

Définition 4.4.10. Soit S = (vq,...,v;) une famille de vecteurs de R”. On définit
le sous-espace vectoriel engendré par S comme I'’ensemble des combinaisons
linéaires d’éléments de S :

(S) ={aqvy + -+ apv, | @; € R}.
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Remarque 4.4.11. 1l est possible que S aie une infinité d’éléments. Dans ce cas, on
ne considere que des combinaires linéaires finies, c’est-a-dire n’ayant qu'un nombre
fini de termes dans la somme.

Remarque 4.4.12. Si S = @ alors (S) = {0} : on s’autorise la combinaison linéaire
«vide ».

Proposition 4.4.13. Soit S une famille de vecteurs R™. Alors (S) est un sous-espace
vectoriel de R™. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de R™ qui contient S.

Définition 4.4.14. Soit V C R” un sous-espace vectoriel. Une famille d’éléments
S C V est appelée famille génératrice de Vsi (S) = V.

Remarque 4.4.15. Par définition, S est une famille génératrice de V si et seulement
si tout élément de V peut s’écrire comme combinaison linéaire d’éléments de S. La
famille S n’est pas unique en général.

Définition 4.4.16. Une famille S = (v, ...,v;) est dite libre si :
Vaqi,...,ap € R,aqvy + -+ apup = 0 = ay = =ap=0.

On dit aussi que les vecteurs (vq,...,v;) sont linéairement indépendants. Dans
le cas contraire, on dit que S est liée (ou que les vecteurs sont linéairement
dépendants).

Remarque 4.4.17. En d’autres termes, la famille est libre si la seule maniere
d’obtenir le vecteur nul comme combinaison linéaire d’éléments de S est de prendre
tous les coefficients nuls.

Définition 4.4.18. Une base d’'un sous-espace vectoriel V est une famille S Cc V
qui est libre et génératrice.

Proposition 4.4.19. Soit V un sous-espace vectoriel de R™ et S une famille d’¢élé-
ments de V. Alors S est une base de V si et seulement si tout éléement de V s’écrit de
maniére unique comme combinaison linéaire de vecteurs de S.

Exemple 4.4.20. Labase canonique de R” estla famille (eq, ...,e, ) oue; = (0,...,0,1,0,...,0)
avec le 1 en position i.

Théoreme 4.4.21. Tout sous-espace vectoriel de R™ admet une base. Toutes les
bases d’un méme sous-espace vectoriel ont le méme élément.

Définition 4.4.22. On appelle le nombre d’éléments d'une base de V la dimension
de V, notée dim V.

Exemple 4.4.23. La dimension d'une droite est 1, celle d'un plan est 2. La dimension
de R" est n.

Définition 4.4.24. Soit S une famille de vecteurs. On appelle rang de S et on note
rang S la dimension de (S).
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Proposition 4.4.25. Soit V,W C R” deux sous-espaces vectoriels. Si V.C W alors
dimV < dim W. Dans ce cas, si dimV = dim W alors V = W.

Proposition 4.4.26. Soit V C R™ un sous-espace vectoriel de dimension d. Soit S
une famille d’éléements de V.

® Si S est libre alors S a au plus d éléments. Dans ce cas, si S a exactement d
éléments, alors S est une base de V.

* Si S est génératrice alors S a au moins d éléments. Dans ce cas, si S a exacte-
ment d éléments, alors S est une base de V.

Remarque 4.4.27 (Méthode). On a la méthode générale suivante pour trouver une
base d'un sous-espace vectoriel V C R” :

1. On commence par trouver une famille génératrice S = (v{,...,v;) de V. On
pourra par exemple écrire V sous forme paramétrique.
2. On considére les vecteurs un par un.
* Sivy; = 0 on l’élimine, sinon on le garde.

* Si on peut écrire vy comme combinaison linéaire de v, (c’est-a-dire que
U9 = Av;) on I'élimine, sinon on le garde.

* Si on peut écrire v comme combinaison linéaire de v, et vy (c’est-a-dire
que vg = avy + Pvy) on I’élimine, sinon on le garde.

* Si on peut écrire v, comme combinaison linéaire de v{, vy et vg on
I’élimine, sinon on le garde.

¢ Et ainsi de suite.

Une fois arrivé au bout, la famille qu'on obtient est libre et reste génératrice.
Le nombre de vecteurs qu’elle contient est la dimension de V.
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5.1. Corps ordonné

5.1.1. Relation d'ordre

Il existe une relation d’ordre sur R : sia,b € R, on peut les comparer, et on a
soita < b, soit @ = b, soit a > b.

Proposition 5.1.1. Sia <betb <aalorsa = b.
Remarque 5.1.2. (Tres utile)Onaa <b < 0<b —a.
Proposition 5.1.3. Soit a, b, c des réels.

e Sia<balorsa+c<b+ec.

e Sia<betec>0alorsac < be.

Remarque 5.1.4. Pour les quotients, on note que x/c = x - (1/c).

5.1.2. Valeur absolue

Définition 5.1.5. Soit x € R. La valeur absolue de x est le nombre :
x six >0,
|l == .
—x six <0.
Remarque 5.1.6. Le nombre |x — y| est la distance entre x et y sur la droite réelle.
Proposition 5.1.7. Pour tout x € R, |x| = max(x, —x).

Proposition 5.1.8. Soit x € R et ¢ > 0 des nombres réels. Alors |x| < ¢ < —c <
x<ec

Théoreme 5.1.9 (Inégalité triangulaire). Pour tout x,y € R, on a |x + y| < |x| + [yl
Démonstration. On distingue plusieurs cas :
* Six,y>0,oubiensix,y<O0,alors|x+y|l=x+y = x| + lyl;

e Six >0ety <0,o0nposez =—y > 0. Dune part, |x| + |y| = x + z. D’autre
part, [x +y| =[x — 2| :
- Soitx >z,alors|x —z|=x—z<x<x+2z;

-soitx <z,alorslx —z|=z—x<z<z+«x. O
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51.3. Intervalles

Définition 5.1.10. Soit ¢ < b deux nombres réels. On définit plusieurs types
d’intervalles :

* Jla,b[={x € R |a < x < b} (intervalle ouvert);
¢ [a,b[={x € R |a < x < b} (intervalle semi-ouvert);
* Ja,b] = {x € R |a < x < b} (intervalle semi-ouvert);
e [a,b] ={x € R |a <x < b} (intervalle fermé).

On définit aussi les intervalles non-bornés [a, +[, ]a, +[, ] — o,a[, ] — o, a],
et ] — oo, +oo[= R.

Proposition 5.1.11 (Les intervalles sont les parties convexes de R). Un sous-
ensemble A C R est un intervalle si et seulement si pour tout x,y € A et pour tout
a€ER,six<a<y,alorsa €A.

Remarque 5.1.12. Un intervalle peut étre vide, ou un singleton.
Proposition 5.1.13. L’intersection de deux intervalles est un intervalle.

Remarque 5.1.14. L'union de deux intervalles n’est pas nécessairement un inter-
valle.

5.2. Bornes

5.21. Majorants, minorants

Définition 5.2.1. Soit A C R un sous-ensemble.
¢ Un majorant de A est un élément M € R tel que Va € A,a < M.
* Un minorant de A est un élément m € R tel que Va € A,a > m.

Remarque 5.2.2. Les majorants/minorants n’existent pas forcément : par exemple,
N n’a pas de majorant, Z n’a pas de minorant. S’ils existent, ils ne sont pas uniques.
Par exemple, si M est un majorant de A, alors M + 1 est aussi un majorant.

Définition 5.2.3. Une partie de R est bornée si elle admet un minorant et un
majorant, c.a.d. si elle est incluse dans un intervalle du type [m,M].

Définition 5.2.4. Soit A C R. Un maximum de A est un élément de A qui majore
A. Un minimum de A est un élément de A qui minore A.

Proposition 5.2.5. Si un maximum (ou un minimum) existe, alors il est unique.

34



5. Propriétés de R

Démonstration. Supposons que M et M’ soient deux maximums de A. Alors comme
M € A et que M’ est un majorant, on a M’ > M. De méme, comme M’ € A et que
M est un majorant, on a aussi M > M’. On en déduit M = M’. O

Définition 5.2.6. S’ils existent, on note maxA le maximum de A et min A le mini-
mum de A.

Exemple 5.2.7. max[0,1] = 1, mais [0, 1[ n’a pas de maximum.

5.2.2. Bornes supérieures et inférieures

Définition 5.2.8. Soit A une partie de R. La borne supérieure de A (si elle existe)
est le plus petit majorant de A, notée supA. La borne inférieure de A (si elle
existe) est le plus grand minorant de A, notée infA.

Exemple 5.2.9. sup[0,1[= 1.

Proposition 5.2.10. Soit A C R et M € R. Alors M est la borne supérieure de A si
et seulement si :

Vx € R,x > M < xestun majorant de A.

Théoreme 5.2.11 (de la borne supérieure). Soit A C R une partie de R. Si A admet
au moins un majorant, alors la borne supérieure de A existe. De méme, si A admet
au moins un minorant, alors la borne inférieure de A existe.

5.2.3. Partie entiere

Définition 5.2.12. Soit x € R. La partie entiere de x, notée E (x) ou | x|, est le
plus grand nombre entier inférieur a x.

Démonstration. Montrons que la partie entiére existe. Soit x € R un réel quel-
conque. On considere 'ensemble

A={neZ|n<x}CR.

Par définition, la partie entiere de x est le maximum de A s’il existe. Montrons qu’il
existe. Cet ensemble est :

®* majoré : par x;

* non-vide : six > 0,on a 0 € A; sinon, on utilise le fait que R est archimédien
pour trouver un entier m € N tel que m > —x, et alorsn = —m < x.

L’ensemble A admet donc une borne supérieure, que I'on note «.
Montrons que @ appartient a A. Le nombre a — 1 est strictement inférieur a
a = supA, donc ce n’est pas un majorant de A. Il existe donc un entier relatif
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ng €Atelquea—-1<nyg < a <ng+ 1. Alors on voit que n( est aussi un
majorant de A. En effet, sin € A,onan < a <ng+ 1ldoncn < ng (il n’y a pas
d’entier entre ny et ny + 1). Comme « est le plus petit majorant de A, on doit donc
avoir @« < ng. Or comme ny € A,on a aussing < @, d'ot @ = ny € A. Le nombre «
est donc un majorant de A qui appartient a A, c’est donc son maximum. O

Proposition 5.2.13. Soitx € Retn € 7. Alorsn = |x] & n<x<n+ 1

Exemple 5.2.14. |2] = 2,12,12983| = 2, |7] = 3, etc.

5.3. Voisinages et densité

Définition 5.3.1. Soit V C R. On dit que :

* Vest un voisinage de xj € R si V contient un intervalle de la forme Jx —
£,x9 + €[\{xg} pour un ¢ > 0;

* V est un voisinage a droite (resp. a gauche) de x; € R si V contient un
intervalle de la forme ]x,xy + €[ (resp Jxg — €,x9[) pour un ¢ > 0;

* V est un voisinage de +oo (resp. —oo)si V contient un intervalle du type
JA, +oo[ (resp ] — o0, A[) pour un A > 0.

Définition 5.3.2. On dit que D C R est dense si tout intervalle ouvert non-vide
contient un élément de D.

Théoreme 5.3.3. L'ensemble des rationnels Q est dense dans R. Son complémen-
taire R \ Q est aussi dense dans R.

Lemme 5.3.4. Le corps R est archimédien : pour tout a > 0, il existe un entier
n € N tel quel n > a.

Démonstration. Supposons par 'absurde que R n’est pas archimédien, en d’autres
termes que N est majoré. Alors ¢ = sup N existe. Mais alors ¢ — 1 < sup N donc
a—1n’est pas un majorant de N, doncdn € Ntqn > a—1.Onendéduitn+1 > «,
ce qui contredit le fait que a est un majorant de N. ]

Preuve de la densité de Q. Soit I =]a,b[ un intervalle, a < b. Pour simplifier on
suppose a > 0 (on peut faire la démonstration sinon, quand méme mais il faut
faire attention aux signes). Posons ¢ = b —a > 0. Alors il existe n € N tq
n>1lle < > 1/n.0n pose alors m = |na|, i.e. m < na < m + 1. On trouve
alorsa < (m+1)/n <b. O
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6.1. Suites et limites de suites

Définition 6.1.1. Une suite (numérique) est une famille de nombres réels indexées
par les entiers naturels, notée u = (u,,),cn ou (4,,),>o. Le nombre u,, est le nieme
terme de la suite u.

Définition 6.1.2. Soit u et v deux suites et @ € R. On peut définir la somme u + v
par (v +v), = u, +v,,leproduit (vv), = u,v, etle produit par un scalaire

(au),, = au,,.

Définition 6.1.3. Soit u = (u,,) une suite et/ € R. On dit que limu, =[si:
Ve>0,IN >0tqVn > N,u, — 1| <e.

On dit que u est convergente si elle admet une limite (réelle). Dans le cas contraire
on dit qu’elle est divergente.

Exemple 6.1.4. Une suite constante est convergente. La suite définie par u, =
(—1)" diverge.

Proposition 6.1.5. La limite d’'une suite est unique.

Démonstration. Supposons que limu, = [ et que limu, = [’. Pour tout ¢ > 0, il
existe Ny tq Vn > Nq,lu,, — 1| < /2, et il existe Ny tq Vn = N, [u,, —I'| < ¢/2.
Par I'inégalité triangulaire, on trouve que Vn > max(N;,Ny),|[l —1'| < . On en
conclut que Ve > 0,|l = I'| < e, doul =1". O

Définition 6.1.6. On dit que limu,, = 400 si:
VA>0,dN >0tq Vn >N,u, > A.
On a une définition analogue de limu,, = —oo.

Définition 6.1.7. Soit (,,) une suite & valeurs complexes. On dit qu’elle converge
vers [ € C si PRu converge vers R/ et Ju converge vers Jl.
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6.2. Opérations sur les limites

Proposition 6.2.1. Les mémes régles de calcul que pour les limites de fonctions
s’appliquent pour calculer les limites de u + v, uv et u/v.

Démonstration. Montrons par exemple que si limu, = [ et limv, = I’ alors
lim(u,, +v,) =1+1". Soit € > 0 un réel, on cherche un rang N tel que

VR >N, lu,, +v,, — (I +1)| <e.

* Comme limu, = [, on sait qu’il existe un rang N’ tel que Vn > N’, [u,, — | <
el2.

* Commelimv, =[’, onsait qu’il existe unrang N” tel que Vn > N”, |v, 1’| <
el2.

En combinant ces deux résultats, on en déduit qu’a partir durang N := max(N’,N”),
on a, en utilisant 'inégalité triangulaire :

W, +v, — A+ =1, =D+ @, =) <lu, =+, ' <e/2+¢/2 =€.

C’est ce qu'’il fallait démontrer.

Faisons également le cas du produit, les autres sont laissés en exercice. Supposons
encore que limu, = [ et limv, = I’. Grace a la Proposition 6.3.2 (que I'on verra
plus tard; on n’a pas besoin de la proposition actuelle pour la démontrer), il existe
un réel M > 0 tel que Vn € N, |v,,| < M. Soit € > 0 un réel. Alors :

* il existe un rang N’ a partir duquel |u,, — | < /M
* il existe un rang N” a partir duquel v, — | < ¢/L.
Alors, a partir du rang N := max(N',N”) :
lu,v, = =, —Dv, + @, =)
<luy =1l + v, =111l

< (e/M) -M + (¢/IID) - 1|

= €.
C’est ce qu’il fallait démontrer. O

Proposition 6.2.2. Soit (u,,) une suite qui converge vers l, et soit f une fonction
définie au voisinage de [ telle que lim,_,; f (x) = L. Alors limf (u,) = L.

Proposition 6.2.3. Soit u,v deux suites convergentes telles que u,, > v,, pour tout
n. Alors limu, > limuv,,.

Remarque 6.2.4. Ce serait faux avec des inégalités strictes! Par exemple, 1/n > 0
mais lim 1/n = 0.
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Théoreme 6.2.5 (Théoreme des gendarmes). Soit u,v,w trois suites. Supposons
que u,, < v, < w, pour toutn, et que limu, = limw, = I. Alors (v,,) converge
aussi vers [.

Démonstration. Soit € > 0. Alors il existe Ntel que Vn > N, [u,, — 1| < ¢, et il existe
N’ tel que Vn > N’,|w,, — l| < ¢. A partir du rang max(N,N’), on trouve alors
que :
l—e<u, <u,+v,—-u,=v,<v,+w, —v, =w, <l+s,
— ————
>0 >0
d’ou 'on déduit que |v,, — | < e. O

Théoreme 6.2.6. Soit u,v deux suites telles que u, <v,, pour tout n.
e Silimu, = 4o, alorslimv, = +oo;

¢ silimv, = —oo, alors limu, = —oo.
n 4 n

6.3. Suites bornées

Définition 6.3.1. Une suite (u,,),cn est majorée s’il existe M € R t.q. Vn €
N,u, < M (resp. minorée si dm € R t.q. Vn,m < u, ). Elle est dite bornée si
elle est majorée et minorée.

Proposition 6.3.2. Si une suite converge, alors elle est bornée. Si limu, = +oo
alors u est minorée, si limu, = —oo alors u est majorée.

Définition 6.3.3. Une suite (u,), > est dite croissante (resp. décroissante) si
Vn>0,u, <u,,q (resp.u, = u,,1). Une suite est monotone si elle est croissante
ou décroissante.

Théoreme 6.3.4. Toute suite croissante majorée converge. (De méme, toute suite
décroissante minorée converge.)

Démonstration. Soit (u, ) une suite croissante et majorée. Soit A = {u,, | n € N}
I’ensemble des valeurs de la suite. Comme la suite est majorée, ’ensemble A aussi.
Il est clairement non vide, donc il admet une borne supérieure, l = sup A. Montrons
que limu, =1.

Soit ¢ > 0. Par définition de la borne supérieure, [/ — ¢ n’est pas un majorant de A,
donc il existe un rang N tel que / — ¢ < up;. Comme la suite est croissante, pour tout
rang n > N, on en déduit que u,, > up; > I — €. Par ailleurs, / est un majorant de
la suite, doncu,, <I<l+e.Onenconclutquel—ec<u, <l+e = Ju, -1 <e¢,
et ce pour tout rangn > N. Il

Définition 6.3.5. Deux suites u, v sont dites adjacentes si :

* Vne N,u, <v,;
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* 1 est croissante et v est décroissante;

* lim(v,, —u,) =0.
Proposition 6.3.6. Soit u,v deux suites adjacentes. Alors elles convergent vers la
méme limite.

Théoreme 6.3.7. Toute suite croissante non majorée diverge vers +oo. Toute suite
décroissante non minorée diverge vers —oo.

6.4. Suites définies par récurrence

Proposition 6.4.1. Soita € R unréel et f : R — R une fonction. Alors il existe
une unique suite u = {u,,} telle que ug = aet Vn € N,u,, . 1 =f(u,).
Exemple 6.4.2 (Suite arithmétique). Soit a,r deux réels. Il existe une unique suite
telle que ug = a et u, 1 = u, +r. On peut montrer que u,, = a + rn.

Exemple 6.4.3 (Suite géométrique). Soit a,r deux réels. Il existe une unique suite
telle que ug = a et u,, . ; = ru,. On peut montrer que u,, = ar”.

Exemple 6.4.4 (Somme d’une suite). Soit u une suite réelle. Il existe une unique
suite s telle que sg = ug ets,.; =s, +u,,1- Onnote s, = ZZ_O Up,.

Proposition 6.4.5. Si u,, = a + nr est une suite arithmétique, alors

n

nn+1)
Z u, =na+ r—p
k=0
Proposition 6.4.6. Si u, = ar™ est une suite géométrique, alors

i 1 _rn+1
u, =a———.
1-r
k=0

Proposition 6.4.7. Soit (u,,) une suite strictement positive. Supposons quelimu,,_ 1 /u,, =

a € R.

* Sia > 1lalorslimu, = +oco.
* Sia<1lalorslimu, =0.

* Si a = 1, on ne peut rien dire.

Démonstration. Supposons que @ > 1 et posonsr = —1;“ > 1.1l existe donc un rang
N a partir duquel u,, 1 /u,, > r. On montre alors par récurrence que u,, > =Ny N

pour n > N. Comme cette deuxiéme suite tend vers +oo, on conclut.
Le cas @ < 1 est similaire. Posons r = /2. Il existe un rang N a partir duquel
U, .1/u, <r,etonmontre encore par récurrence que u,, < N up pour n > N.
Pour le cas @ = 1, voici trois exemples qui montrent que tout peut arriver : la
suite constante u, = [ tend vers / > 0, la suite u,, = n tend vers l'infini, la suite
u, = 1/n tend vers 0. O
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6. Suites numériques

Proposition 6.4.8. Soit f : R — R une fonction continue et u une suite définie par
récurrence par uy = a et u, 1 = f (u,). Si u converge vers une limite | € R, alors

) =1

Remarque 6.4.9. 1l existe des cas ou la suite u ne converge pas! Mais si elle converge,
alors sa limite est un point fixe de la suite.

6.5. Sous-suites

Définition 6.5.1. Soit © = (u,,) une suite. Une sous-suite (ou suite extraite)
est une suite obtenue en ne gardant qu'une partie (infinie) de valeurs de la suite.
Formellement, c’est une suite (v,) ot v, = u,,) pour une fonction strictement
croissante ¢ : N — N.

Exemple 6.5.2. Soit (u,,) une suite. Alors (ug,), (¥,2), (u3,,2) sont des sous-
suites. Par contre (u(_l)n) n’est pas une sous-suite.

Proposition 6.5.3. Une suite converge vers | € R si et seulement si toutes ses
sous-suites convergent vers L.

Démonstration. Traitons le cas/ € R (le cas [ = +oo est presque identique).
Supposons limu,, =1 et soit ¢ : N — N une fonction strictement croissante. On
considere la sous-suite (u o(n))- Soit ¢ > 0, alors on sait qu’a partir d'un certain
rang N,on a |u,, —I| < . Comme ¢ est strictement croissante, elle est injective, donc
son image est infinie, donc elle est non bornée. Donc il existe N’ tel que PN "y > N.
Comme ¢ est croissante, pour n = N’, ¢ (n) = N. On en déduit que pour n > N’,

Réciproquement, si toute sous-suite de (u,,) converge vers /, alors en particulier
(u(p(n)) converge vers [ avec p(n) = n. [l

S’utilise de deux manieéres :

* si on sait qu'une suite converge, alors on peut en déduire la limite de ses
sous-suites;

* sion trouve deux sous-suites avec des limites différentes, alors la suite diverge.

Théoréme 6.5.4 (Bolzano—Weierstrass). Toute suite bornée admet une sous-suite
convergente.

Démonstration. Soit (u, ) une suite bornée. Montrons que (u,,) admet une sous-
suite monotone. On pourra conclure en utilisant le théoréeme des suites monotones.
On dit qu'un rang n est un «pic» de la suite si Vm > n,u,, <u,,.

* Soit il y a une infinité de pics. Pour n € N, on définit ¢ (n) comme le niéme
pic. C’est bien une fonction strictement croissante, et la sous-suite (u

est strictement décroissante par définition des pics. On en déduit que (u
converge car décroissante et minorée.

<p(n))
<,o(n))
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* Soit il n’y a qu'un nombre fini de pics. On pose ¢ (0) un nombre plus grand
que tous les pics. Comme ¢ (0) n’est pas un pic, il existe ¢ (1) > ¢(0) tq
Up(1) > Uy (0)- Le rang ¢ (1) n’est lui-méme pas un pic, il existe ¢ (2) > ¢ (1)
tel que Up2) 2 Ugp(l)- De proche en proche (formellement : par récurrence),
on trouve une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que z,(, 1) 2
Uy (ny» C-8.d. que la sous-suite (u,(,)) est croissante Comme elle est majorée,
elle converge. O

6.6. Comparaison asymptotique

On peut comparer le comportement «a I'infini» de suites.

Définition 6.6.1. Soit u et v deux suites. On dit que u est négligeable par rapport a
v 8'il existe une suite ¢ telle que u,, = v,,¢,, etlime,, = 0. On note alorsu,, =0 (v,,).

Proposition 6.6.2. Soit u et v deux suites. Si v ne s‘annule jamais, alors u,, =
o(v,) < limu, /v, =0.

Démonstration. On définit simplement ¢, = u,, /v,,. O

Proposition 6.6.3. Si u, =o(v,) etv, =o(w,) alorsu, =o(w,).

Exemple 6.6.4. La suite u,, = n est négligeable par rapport a la suite v,, = n2.
Définition 6.6.5. Soit u et v deux suites. On dit que u est dominée par v §’il existe
une constante C > 0 telle que u,, < Cv,, a partir d'un certain rang. On note alors
u, =0(,).

Exemple 6.6.6. La suite u,, = 100n est dominée par la suite v,, = 50n + 4.

Proposition 6.6.7. Si u, = O(v,,) et v, = O(w,,) alorsu, = O(w,,). La relation
«étre dominée » définit une relation d’ordre sur l’ensemble des suites réelles.

Définition 6.6.8. Deux suites u, v sont équivalentes si u,, — v, = o(v,,). On note

U, ~U,.

Proposition 6.6.9. Cette relation définit une relation d’équivalence sur l’ensemble
des suites.

Proposition 6.6.10. Si v ne s’annule jamais, alors u, ~v, < limu,/v, =1

Démonstration. Supposons queu,,—v,, =o(v,).Alorsu, —v, = ¢,v, aveclime, =
0. On en déduit que u,,/v,, = 1 + ¢,, dont la limite est bien 1. Réciproquement, si

limu, /v, = 1,onposec, =u,/v, —letalorsu, —v, =¢,v, aveclime,, =0. O

Remarque 6.6.11. Dans la pratique, c’est toujours comme ca que 'on vérifie que
deux suites sont équivalentes.
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Exemple 6.6.12. Les suites u,, = 30n% + 18n + 5 et v,, = 30n2 + 43n + 12 sont
équivalentes.

oz . ’ ’ . . ’ ’
Pro,p0s1t10,n 6.6.13. Soit u,v,u ,v" quatre suites. Si u,, ~ v, et u, ~ v,, alors
UplUy, ~ U,V

Remarque 6.6.14. C’est complétement faux pour la somme!

Proposition 6.6.15 (Croissances comparées). On a les comparaisons suivantes, ou
a > 0est unréel et k > 0 est un entier :

logn = o(n*), n* =o0(@a").
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Deuxieme partie

Raisonnement Mathématique 1
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1. Ensembles et applications
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8. Démonstrations
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9. Relations

9.1. Définition des relations

Définition 9.1.1. Soit X un ensemble. Une relation (binaire) sur X est un sous-
ensemble X € X xX. Si (x,y) € R, on dit que x et y sont en relation et on note
xRy.

Exemple 9.1.2. Soit X un ensemble quelconque. On a une relation sur X, la relation

d’égalité, définie par :
R={(xy) €eXxX|x=y}

On a alors xRy < x =y.Ily a aussi la relation vide, ot aucun couple d’éléments
n’est en relation.

Exemple 9.1.3. On peut définir une relation sur R par :
R={(xy) eRxR|x <y}

On a alors xRy < x <y. On peut aussi définir des relations pour >, <, >...Par
la suite, on notera ces relations simplement par leur symbole <, >, etc.

Exemple 9.1.4. Soit n un entier. On peut définir une relation sur Z par :
R ={(x,y) € Z|x —y est divisible par n}.

Alors xRy < x =y (mod n).

Exemple 9.1.5. Soit f : X — X une fonction. On peut définir une relation sur X par :
R={(xy) €eXxX|f(x) =y}

Alors xRy < f(x) =y.

Comme on peut le voir, les relations peuvent étre de types divers et variés.

9.2. Relations d'ordre

9.2.1. Définitions de base

Un type de relations intéressant est celui des relations d’ordre, qui nous dit
comment «comparer » deux éléments.
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Définition 9.2.1. Une relation d’ordre < sur un ensemble X est une relation qui
vérifie les trois propriétés suivantes :

Réflexivité Pour tout x € X, on a x < x.
Antisymétrie Pour tout x,y € X, six <yety <x, alorsx = y.
Transitivité Pour tout x,y,z € X, six <yety <z, alorsx <z.

Définition 9.2.2. Soit X un ensemble et < une relation d’ordre. On note aussi
x<ysix<yetx #y.

Exemple 9.2.3. Soit X = R. La relation < est une relation d’ordre :
* tout réel est inférieur ou égal a lui-méme, x < x (réflexivité);
e six <yety <ux,alors clairement x = y (antisymétrie);
* enfinsix <yety <z, alors on a bien x < z (transitivité).

Les relations d’ordre généralisent ces conditions «évidentes» sur R.

Exemple 9.2.4. Soit X un ensemble quelconque. On peut définir une relation d’ordre
sur I’ensemble des parties P (X), en disant que A et B sont en relationsiA C B :

¢ un ensemble est bien inclus dans lui-méme (réflexivité);
* si A est inclus dans B et B est inclus dans A, alors A = B (antisymétrie);

* si A est inclus dans B et B est inclus dans C, alors A est inclus dans C
(transitivité).

Remarque 9.2.5. On voit sur cet exemple que, contrairement au cas de I'inégalité
sur R, tous les éléments ne sont pas forcément comparables!

Définition 9.2.6. Une relation d’ordre < sur X est dite totale si pour tout x,y € X,
onax <youy<«x.

Exemple 9.2.7. Soit F (R, R) ’ensemble des fonctions de R dans R. On peut ordon-
ner cet ensemble en posant :

f<g = VxeR, fx) <gk).

Encore une fois, ce n’est pas une relation d’ordre total total.

Exemple 9.2.8. Soit X un ensemble et < une relation d’ordre sur X. On peut définir
une relation d’ordre lexicographique sur X x X :

(x,y) < (&',y) &= (@<x'vx=x Ay<y)).

Si par exemple X est I’ensemble des lettres {a, b,c, ..., 2z}, alors 'ordre sur X x X
est exactement 'ordre du dictionnaire.

Exemple 9.2.9. L'égalité définit une relation d’ordre.
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9.2.2. Eléments particuliers

Dans toute cette section, on fixe un ensemble ordonnée (X, <).

Majorants, minorants

Définition 9.2.10. Soit A C X un sous-ensemble.
¢ Un majorant de A est un élément M € X tel que Va € A,a < M.

* Un minorant de A est un élément m € X tel que Va € A,a > m.

Remarque 9.2.11. Les majorants/minorants n’existent pas forcément : par exemple,
N C R n’a pas de majorant, Z C R n’a pas de minorant. S’ils existent, ils ne sont
pas uniques. Par exemple, si M est un majorant de A C R, alors M + 1 est aussi un
majorant.

Définition 9.2.12. Une partie de X est bornée si elle admet un minorant et un
majorant.

Définition 9.2.13. Soit A C X. Un maximum de A est un élément de A qui majore
A. Un minimum de A est un élément de A qui minore A.

Proposition 9.2.14. Si un maximum (ou un minimum) existe, alors il est unique.

Démonstration. Supposons que M et M’ soient deux maximums de A. Alors comme
M € A et que M’ est un majorant, on a M’ > M. De méme, comme M’ € A et que
M est un majorant, on a aussi M > M’. On en déduit M = M’ par antisymétrie. [

Définition 9.2.15. S’ils existent, on note maxA le maximum de A et minA le
minimum de A.

Exemple 9.2.16. Dans R, max[0,1] = 1, mais [0, 1] n’a pas de maximum.

9.2.3. Bornes supérieures et inférieures

Définition 9.2.17. Soit A une partie de X. La borne supérieure de A (si elle
existe) est le plus petit majorant de A, notée supA. La borne inférieure de A (si
elle existe) est le plus grand minorant de A, notée infA.

Exemple 9.2.18. Dans R, sup[0, 1[= 1.

Proposition 9.2.19. Soit A C Xet M € X. Alors M est la borne supérieure de A si
et seulement si :

Vx €A, x > M < x est un majorant de A.
On se place maintenant dans le cadre (X, <) = (R, <).

Proposition 9.2.20. Soit A C R un ensemble. Alors M € R est la borne supérieure
de A si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

* M est un majorant de A ;

* Ve>0,x€Atq.x>M —e.
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9.2.4. Relations d’équivalence

Nous allons maintenant étudier un autre type de relations intéressant.

Définition

Définition 9.2.21. Soit X un ensemble et ~ une relation sur X. On dit que ~ est
une relation d’équivalence si elle vérifie les trois propriétés suivantes :
Réflexivité Pour toutx € X, x ~ «.

Symétrie Pour toutx,y € X, six ~ y alorsy ~ x.

Transitivité Pour tout x,y,z € X,six ~yety ~ z, alors x ~ z.

Exemple 9.2.22. Soit X un ensemble quelconque. La relation d’égalité est une

relation d’équivalence.

Exemple 9.2.23. Soit X ’ensemble des droites du plan. Alors la relation «D est
parallele & D’ » est une relation d’équivalence.

Exemple 9.2.24. Soit X = Z et n un entier fixé. La relation de congruence modulo
n est une relation d’équivalence.

Exemple 9.2.25. Soit f : X — Y une fonction entre deux ensembles quelconques.
La relation x ~x° < f(x) = f(x") définit une relation d’équivalence sur X.

Classes d'équivalence

Définition 9.2.26. Soit (X, ~) un ensemble muni d’'une classe d’équivalence. Pour
un élément x € X, on définit la classe d’équivalence de x par :

[x] ={y eX |x ~y}.

Proposition 9.2.27. Soit (X, ~) un ensemble muni d’une classe d’équivalence.
Alors pour tout x,y e X,onax ~y < [x] = [y].

Exemple 9.2.28. Pour (X, =), les classes d’équivalences sont les singletons.

Exemple 9.2.29. Pour la relation de congruence modulo n sur 7, la classe d’équi-
valence d’un entier x est ’ensemble des entiers y tels que x — y est divisible par
n.

Exemple 9.2.30. Soit f : X — Y et ~ la relation d’équivalence sur X définie par
x~y <= f@x) =f).Alors [x] = f({f@x)}.

Proposition 9.2.31. Soit (X, ~) un ensemble muni d’une relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence forment une partition de X : tout élément de X appartient
a une unique classe d’équivalence.
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Ensemble quotient

Définition 9.2.32. Soit (X, ~) un ensemble muni d’'une relation d’équivalence. On
définit son ensemble quotient X/~ comme I'’ensemble de ses classes d’équiva-

lences.

Proposition 9.2.33. Il existe une application surjective X — X/~ donnée par
x - [x].
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