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Exercice 1. (a) Soit 𝐴 un anneau et 𝔭 un idéal vérifiant la propriété suivante : pour
tous idéaux 𝐼1, 𝐼2 de 𝐴 tels que 𝔭 contienne 𝐼1𝐼2, alors 𝔭 contient 𝐼1 ou 𝔭 contient
𝐼2. Montrer que 𝔭 est un idéal premier. Étudier la réciproque.

(b) Soit 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneaux, et 𝔯 un idéal premier de 𝐵. Montrer
que 𝑓 −1(𝔯) est un idéal premier de 𝐴. Si 𝔯 est maximal, 𝑓 −1(𝔯) est-il nécessaire-
ment maximal?

Exercice 2. Soit 𝔭 un idéal premier non nul de ℤ[𝑋].
(a) Montrer que, pour tout 𝑅 ∈ 𝔭 non nul, 𝔭 contient l’un des diviseurs irréduc-

tibles de 𝑅.
(b) Supposons que 𝔭 ne contienne qu’un seul polynôme irréductible 𝑃 (à inversible

près). Montrer que 𝔭 = (𝑃).
(c) Montrer que si 𝑃 ∈ ℤ[𝑋] est un polynôme irréductible, l’idéal 𝔭 = (𝑃) est

premier. Quels sont les irréductibles contenus dans 𝔭?

Dans toute la suite, on suppose que 𝔭 contient au moins deux polynômes irréduc-
tibles non associés.
(d) Soient 𝑃, 𝑄 ∈ ℤ[𝑋] deux polynômes irréductibles non associés. Quel est le

pgcd de 𝑃, 𝑄 dans ℚ[𝑋]? En déduire qu’il existe un entier 𝑚 ≥ 1 et des
polynômes 𝐴, 𝐵 ∈ ℤ[𝑋] tels que 𝐴(𝑋)𝑃(𝑋) + 𝐵(𝑋)𝑄(𝑋) = 𝑚.

(e) En déduire que 𝔭 contient un nombre premier 𝑝.
(f) Soit 𝜑 ∶ ℤ[𝑋] → 𝔽𝑝[𝑋] le morphisme de réduction modulo 𝑝. Montrer que

𝔮 ∶= 𝜑(𝔭) est un idéal et que 𝔭 = 𝜑−1(𝔮). En déduire que 𝔮 est un idéal premier
non nul.

(g) Montrer que 𝔭 est engendré par un couple (𝑝, 𝑃), où 𝑃 ∈ ℤ[𝑋] est unitaire et
𝜑(𝑃) est irréductible, et que c’est un idéal maximal de ℤ[𝑋].

Exercice 3. (a) Pour 𝑞 = 2, 3, 7, décomposer le polynôme 𝑋3 − 𝑋 − 1 en produit de
facteurs irréductibles dans 𝔽𝑞[𝑋].

(b) Démontrer que le polynôme 𝑋3 − 6𝑋2 + 9𝑋 − 27 est irréductible dans ℤ[𝑋].
(c) Démontrer que le polynôme 2𝑋3 −36𝑋2 −27𝑋 +21 est irréductible dans ℤ[𝑋].
(d) Lorsque 𝑘 est un corps, montrer que 𝑌2 − 𝑋3 − 1 est irréductible dans 𝑘[𝑋, 𝑌].


