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Opeérades des petits disques et tresses



Opérades des petits disques

Les opérades topologiques des petits disques D, [Boardmann-Vogt,

May] gouvernent les algébres associatives et commutatives a homotopie

pres :
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Groupes de tresses

Rappel : groupes des tresses pures )

Proposition
Da(r) ~ Conf(R?) ~ K(P;,1) =
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Groupoides de tresses
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Cablage

« » :insertion d'une tresse dans un brin

3 1 2 1 2 4 1 23

— {CoB(r)},>1 est une opérade symetrique en groupoides :

o; 1 CoB(R) x CoB(l) — CoB(R+[—1), 1 <i<k



Petits disques et tresses

CoB(r) = sous-groupoide of 7Dy(r)

Inclusion incompatible avec la structure d'opérade



Petits disques et tresses (2)

Solution
Tresses

Théoréme (Fresse; voir aussi Fiedorowicz, Tamarkin...)

Equivalence faible d’opérades nD, <= PaB = CoB.



Algebres sur une opérade catégorique

P € CatOp = une P-algébre est la donneée de :

- une categorie C;
- Pour un objet x € ob P(r), un foncteur x : C*" — C;

» Pour un morphisme f € Homp(x,y), une transformation naturelle

X
Y

C”\\ﬂfj C

y

- + compatibilité avec les actions des groupes symetriques et la
structure d'opérade.



Algebres sur CoB

P =CoB = une algébre est la donnée de:

- Une catégorie C;

-0 €0bCoB(r) =%, v ®;: "= (, t.9. ®q¢, =idc;

: ®U(X1 e ,Xn) = ®idr(Xo'(1) Yo ,X(,(n));

’ ®id2(®id2 (X,Y),2) = ®id3(X7 Y,Z) = ®id2(X’ ®id2(Y,Z))...

* B € Homcepg(r)(o,0’) tresse colorée ~ transformation naturelle

By 1 ®e — Qg Par exemple :
1 2

>< WTxyy:X@Y%Y@X

Théoréme (MacLane, Joyal-Street)
Une algebre sur CoB est une catégorie monoidale tressée (stricte, sans
unité). 8



Remarques

Extension aux tresses parenthésées :
Théoreme
Une algébre sur PaB est une catégorie monoidale tressée (sans unité),

Versions unitaires CoB.. et PaB

Théoréme

Une algebre sur CoB, (resp. PaB.) est une catégorie monoidale
tressée stricte (resp. non-stricte) avec une unité stricte (dans les deux
cas).

C PaB ou on ne garde que les tresses triviales :

Théoreme
Algebres sur PaP(~ 7D;) = categories monoidales.



'opérade Swiss-Cheese



'opérade [Voronov, 1999] :

- gouverne les Do-algebres agissant sur les D;-algebres;
- opérade coloree, avec deux couleurs ¢ <+ Dy et o < Dy.




Lopérade CoPB

Idee

Ftendre CoB pour construire une opérade équivalente a 7SC.

Théoréme (1.)

7SC <~ PaPB = CoPB. 11



Tressages et semi-tressages

D, / CoB : tressage = commutativité a homotopie pres

@

SC / CoPB : semi-tressage = morphisme « central »

12



Centre de Drinfeld

C: catégorie monoidale ~» XC bicatégorie a un objet
~ := End(idyc)

cobZ(C)={(X,®) |[X€C, ®: (X®—) = (—®X)}
- Homz (o) ((X,®), (Y, ®)){f : X— Y| compatible with & and ¥}

Théoréme (Drinfeld, Joyal-Street 1991, Majid 1991)
Z(C) est une catégorie monoidale tressee avec

X, ®)® (Y, V)= XV, (T®1)o(1e ),

T(x,8),(v,¥) = Pv.
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Théoréme de Voronov & algébres sur CoPB

Théoréme (Voronov, Hoefel) Théoréme (1.)
Une algebre sur H,(SC) est Une algebre sur CoPB est
donnee par : donnee par :
- une algebre associative A; - Une catégorie monoidale N;
- une algebre de Gerstenhaber - Une categorie monoidale
B; tressée M;
- un morphisme central - Un foncteur monoidal tresse
d’algebres f : B— Z(A). F:M— Z(N).

(Dans la version de Voronov :
B®A— Aaulieu de B— A)
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Modele rationel en passant par les associateurs de
Drinfeld



Opérade des diagrammes de cordes

Algébre de Lie de Drinfeld-Kohno («version infinitésimale » des tresses
pures) :

p(r) = L{tj)1<isj<r/ (i — i, [Lij, el s [Liker Lij + Like])-

— opérade :
1 2 3 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4

tigtiatiz 03 t12 € Up(4)
Complétion de Mal'cev — opérade en group(oid)es complets

CD = GUp (= {e* | x € p}) i



Associateurs de Drinfeld

(ueQ*):
={¢: PaB; — 6|\)Jr | p(7) = eutlg/g}

¢ € ASSM(@) <~ (I)(tlg,tgg) = ¢(Q) € G(Q[{tlg,tgfg”)
satisfying the usual equations

Théoréme (Drinfeld)

Ass*(Q) # @

¢ induit une equivalence rationnelle (D), ~ PaB, — EI3+



Modéle rationnel #SC,.

2 1.3 1 2
Fe—e—>+éo{-o5+———0—]
F—o—tee>tofwtce—

Nouvelle opéerade PaPCADi (avec
¢ € Ass”(Q) fixé).

Théoréme (l.)

7SC, ~g PaPCD.
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Non-formalité

Théoréme (Voronov, Hoefel (v2))
H.(SC) est le « produit de Voronov » H,(D2) ® H.(D1)

Corollaire
H.(SC;Q) = H,(B(PaP) x B(CD); Q)
Théoréme

* Dy est formelle = (H*(Dy))"™ ~q Dy [Kontsevich, Tamarkin,
Lambrechts-Volic, Fresse-Willwacher]

+ SC n'est pas formelle = SC % (H*(D2))* x (H*(Dy))" [Livernet]

Résultat

PaPEI\)ﬁ = ¢ PaP x, CD » «corrige » le défaut de formalité.



Merci de votre attention !
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