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Espaces de configuration

M : variété de dimension n

Confk(M) := {(x1, . . . , xk) ∈ Mk | ∀i 6= j, xi 6= xj}
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• Groupes de tresses
• Espaces de lacets
• Espaces de modules de courbes
• Physique : particules en mouvement
• Robotique : planification de trajets 1/21



Contexte : Théorie de l’homotopie

Théorie de l’homotopie : on étudie les espaces à homotopie près à
l’aide d’invariants algébriques (homologie, cohomologie, groupes
d’homotopie…).
Rappels :

• f , g : X→ Y sont homotopes (f ∼ g) si ∃Ht : X→ Y , H0 = f et H1 = g ;

• f est une équivalence d’homotopie si f est inversible à ∼ près ;

• X et Y ont le même type d’homotopie s’ils sont reliés par des équivalences
d’homotopie.

Théorie de l’homotopie réelle (/rationnelle) : on travaille à homotopie
près et «modulo la torsion ».
→ La théorie de Sullivan (1977) montre que l’algèbre des formes de de
Rham Ω∗

dR(M) détermine le type d’homotopie réel.
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Une question ouverte

Question
Le type d’homotopie de M détermine-t-il le type d’homotopie de
Confk(M) ? Comment « calculer » le type d’homotopie de Confk(M) ?

Variétés non-compactes
Faux : Conf2(R) 6∼ Conf2({0}) alors que R ∼ {0}.

Variétés compactes sans bord
Longoni–Salvatore (2005) : contre-exemple (espaces lenticulaires)…
mais non simplement connexe.

Variétés compactes sans bord simplement connexes
L’invariance homotopique reste une question ouverte.
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Configurations dans un espace Euclidien

Présentation de H∗(Confk(Rn)) [Arnold, Cohen]
• Générateurs : ωij de degré n− 1 (pour 1 ≤ i 6= j ≤ k)
• Relations :

ω2
ij = ωji − (−1)nωij = ωijωjk + ωjkωki + ωkiωij = 0

Théorème (Arnold 1969)
Formalité : H∗(Confk(C)) ∼C Ω∗

dR(Confk(C)), ωij 7 → d log(zi − zj).

Théorème (Kontsevich 1999, Lambrechts–Volić 2014)
H∗(Confk(Rn)) ∼R Ω∗

dR(Confk(Rn)) pour tout k ≥ 0 et tout n ≥ 2.

Conséquence
La cohomologie de Confk(Rn) détermine son type d’homotopie réel.
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Complexes de graphes de Kontsevich

Relation d’Arnold : R123 =
1

2 3

ω12ω23

+
1

2 3

ω23ω31

+
1

2 3

ω31ω12

On peut représenter H∗(Confk(Rn)) par des combinaisons linéaires de
graphes à k sommets modulo les relations Rijk
 on rajoute des sommets « internes » aux
graphes et une différentielle qui contracte les
arêtes incidentes à ces sommets :

1

2 3

d7−→ R123

Théorème (Kontsevich 1999, Lambrechts–Volić 2014 – Partie 1)
On obtient une CDGA quasi-libre Graphsn(k) et un
quasi-isomorphisme Graphsn(k)

∼−→ H∗(Confk(Rn)).
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Intégrales de Kontsevich

Les relations sont satisfaites à homotopie près dans Ω∗(Confk(Rn)).
Comment trouver des représentants de manière systématique pour
obtenir Graphsn(k)

∼−→ Ω∗(Confk(Rn)) ?

Soit ϕ ∈ Ωn−1(Conf2(Rn)) la forme volume.
Pour Γ ∈ Graphsn(k) avec i sommets internes :

ω(Γ) :=

∫
Confk+i(Rn)→Confk(Rn)

∧
(ij)∈EΓ

ϕij.

Théorème (Kontsevich 1999, Lambrechts–Volić 2014 – Partie 2)
On obtient un quasi-isomorphisme ω : Graphsn(k)

∼−→ Ω(Confk(Rn)).

⚠ Je triche ! Il faut compactifier Confk(Rn) pour être sûr que
∫
converge

et appliquer la formule de Stokes correctement…
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Compactification

Problème : Confk n’est pas compact – pourquoi
∫
converge ?

Compactification de Fulton–MacPherson Confk(M)
∼
↪−→ FMM(k)
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M compacte sans bord =⇒ variété semi-algébrique stratifiée dim = nk
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Animation no1
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Animation no2
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Animation no3
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Compactification of Confk(Rn)

On doit normaliser Confk(Rn) pour palier la non-compacité de Rn :

Confk(Rn)
∼−→ Confk(Rn)/(Rn oR>0)

∼
↪−→ FMn(k)
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=⇒ variété semi-algébrique stratifiée dim = nk− n− 1
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Opérades

Nouvelle structure sur FMn : c’est une opérade ! On peut « insérer » une
configuration infinitésimale dans une autre :

1 2
◦2

1 2
= 1

2 3

FMn(k)× FMn(l)
◦i−→ FMn(k+ l− 1), 1 ≤ i ≤ k

Remarque
Même type d’homotopie que l’opérades des «petits disques ».
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Théorème complet

Par fonctorialité, H∗(FMn) = H∗(Conf•(Rn)) et Ω∗(FMn) sont des
coopérades. On vérifie que Graphsn aussi et que tout est compatible :

Théorème (Kontsevich 1999, Lambrechts–Volić 2014)
L’opérade FMn est formelle sur R :

Ω∗(FMn)
∼←−
ω
Graphsn

∼−→ H∗(FMn).

Formalité =⇒ conséquences importantes, p.ex. conjecture de Deligne,
quantification par déformation des variétés de Poisson…

Remarque
H∗(FMn) est l’opérade des n-algèbres de Poisson pour n ≥ 2.
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Le modèle de Lambrechts–Stanley

M : variété compacte sans bord
A ∼ Ω(M) : CDGA qui encode le type d’homotopie de M

GA(k) : modèle (conjectural) de Confk(M) = M×k \
⋃
i 6=j∆ij

:= {xi = xj}• « Générateurs » : A⊗k et les ωij de Confk(Rn)
• relation d’Arnold + symétrie
• dωij tue le dual de [∆ij].

Exemples :

• GA(0) = R est un modèle de Conf0(M) = {∅} X
• GA(1) = A est un modèle de Conf1(M) = M X

• GA(2) ∼ A⊗2/(∆A) devrait être un modèle de Conf2(M) = M2 \∆ ?
• k ≥ 3 : plus compliqué.
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Bref historique GA

1969 [Arnold, Cohen] H∗(Confk(Rn)) = GH∗(Dn)(k)
1978 [Cohen–Taylor] suite spectrale qui démarre à GH∗(M)

~1994 Pour les variétés projectives complexes lisses (=⇒ Kähler) :
• [Kříž] GH∗(M)(k) est un modèle de Confk(M)
• [Totaro] la SS de Cohen–Taylor s’effondre

2004 [Lambrechts–Stanley] modèle de Conf2(M) si π≤2(M) = 0

~2004 [Félix–Thomas, Berceanu–Markl–Papadima] lien avec une SS de
Bendersky–Gitler

2008 [Lambrechts–Stanley] Hi(GA(k)) ∼=Σk-Vect Hi(Confk(M))
2015 [Cordova Bulens] modèle de Conf2(M) si dimM = 2m

15/21



Première partie du théorème

En généralisant la preuve de Kontsevich & Lambrechts–Volić :

Théorème (I. 2016)
Soit M une variété compacte, sans bord, simplement connexe et lisse.
Alors GA(k) encode le type d’homotopie réel de Confk(M).

Corollaires
M ∼R N =⇒ Confk(M) ∼R Confk(N) pour tout k.

On peut « tout calculer » sur R pour Confk(M).

Remarque
dimM ≤ 3 : seulement des sphères (conjecture de Poincaré) et on sait
que GA est un modèle, mais adapter la preuve de Kontsevich pose des
problèmes !
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Modules sur les opérades

M parallélisée =⇒ FMM = {FMM(k)}k≥0 est un FMn-module à droite :

1

2

3

◦3 1
2

3 = 1

2

3

4
5

On peut réécrire :

GA(k) = (A⊗k ⊗ H∗(FMn(k))/relations,d)

Un peu de sottises abstraites :

Proposition
χ(M) = 0 =⇒ GA = {GA(k)}k≥0 est un H∗(FMn)-comodule à droite. 17/21



Version complète du théorème

Théorème (I. 2016)
M : variété compacte, sans bord, simplement connexe, lisse, dimM ≥ 4

GA GraphsR Ω∗
PA(FMM)

	† 	† 	‡

H∗(FMn) Graphsn Ω∗
PA(FMn)

∼ ∼

∼ ∼

† si χ(M) = 0
‡ si M est parallélisée A ∼←− R ∼−→ Ω∗

PA(M)

Conclusion
Non seulement on a un modèle pour chaque Confk(M), mais on a une
structure plus riche si on les regarde tous ensembles.
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Applications

Le modèle de Lambrechts–Stanley est petit et explicite
=⇒ calculs possibles

• Espaces de plongements.
Schématiquement, Emb(M ,N) ∼ MorhConf•(Rn)(Conf•(M) ,Conf•(N))
[Boavida–Weiss, Turchin].

• Homologie de factorisation (espèce d’homologie où ⊗ remplace ⊕).
Schématiquement,

∫
M A ∼ Conf•(M)⊗hConf•(Rn) A [Francis].

Théorème (I. 2018, voir aussi Markarian 2017, Döppenschmidt 2018)
M variété compacte, sans bord, simplement connexe et lisse (dim ≥ 4),
A = Opoly(T∗Rd[1− n]) =⇒

∫
M A ∼R R.
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Généralisations

Théorème (Campos–I.–Lambrechts–Willwacher 2018)
Variétés à bord : invariance homotopique + généralisation du modèle
de Lambrechts–Stanley (et plus !) sous de bonnes conditions,
notamment dimM ≥ borne.

Permet de calculer Confk par « récurrence ».

Théorème (Campos–Ducoulombier–I.–Willwacher 2018)
Modèle pour les espaces de configuration « à repère » : structure
opéradique même si la variété n’est pas parallélisée.

Permet de calculer les espaces de plongements et l’homologie de
factorisation pour des variétés plus générales.
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Complémentaires de sous-variétés

Projet en cours : calculer les espaces de configuration d’un
complémentaire N \M où dimN− dimN ≥ 2.

Motivation : conjecture d’Ayala–Francis–Tanaka
Complémentaire de nœud : l’homologie de factorisation associée
serait liée( ?) à l’homologie de Khovanov.

Il existe une opérade VSCmn qui modélise la situation locale Rn \ Rm :

∈ VSC13(2, 2)

Théorème (I. 2018)
L’opérade VSCmn est formelle sur R.
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Merci de votre attention !

Ces diapos : https://idrissi.eu/fr
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