Mémoire de Master 2 en Mathématiques Fondamentales

Homologie et complexes de déformations
d’opérades £,

Najib IDRISSI KAITOUNI
Sous la direction de Benoit FRESSE*

11 juin 2014

université

PARIS

DIDEROT

¢ Lille1

Sciences et Technologies

*Professeur a 1’Université Lille 1



Table des matieres

Introduction

1

Opérades

1.1 Catégories monoidales symétriques . . . . . . .. ... ...

1.2 G-modules. . . . . . . e

1.3 Opérades . . . . . . . . e
1.3.1 Définition . . . . . . ...
1.3.9 Algebres sur une opérade . . . . . . ...
1.3.20 Modules sur une opérade . . . . . . ... ...

1.4 Opérades spécifiques . . . . . . . . . . e
1.4.1  Algebres de Poisson et de Gerstenhaber . . . . . . ... ... ...
1.4.9 Opérade des petits disques . . . . . . . . .. ...

Calcul de I'homologie de Gerstenhaber

2.1 Catégories modeles . . . . . . .. L

2.2 Homologie des algebres sur une opérade . . . . . . ... .. ... ... ..
2.2.1 Représentations des algebres sur une opérade . . . . . ... .. ..
2.2.5 Dérivations . . . . . . ...
2.2.8 Définition de I’homologie opéradique . . . . . . . . ... ... ...
2.2.11 Homologies de Hochschild et de Chevalley-Eilenberg . . . . . . ..

2.3 Définition du complexe . . . . . . . . ...
2.3.1 Complexes bar itérés . . . . . . . . ... o
2.3.13 Homologie de Poisson . . . . . . .. ... ... ... ...
2.3.20 Lecomplexe. . . . . . . . . e

Validation de la construction du complexe

3.1 Cas des coefficients triviaux . . . . . . . .. ... Lo

3.2 Cas M =Uger,(A) et Alibre . . . . . .. .. ... L
3.2.2 Définition du morphisme . . . . . . . ... Lo
3.2.8 Définition de la filtration et de la suite spectrale . . . . ... ...
3.2.16 Calculde ETC(A) . .. . ...
3.2.21 1 est un quasi-isomorphisme . . . . . ... ...

3.3 Passage aux algebres cofibrantes . . . . . ...

3.4 Coeflicients quelconques . . . . . . . . . .. L
3.4.1 Résolution cofibrante . . . . . . . ... ... ... ...
3.4.17 Coeflicients . . . . . . . . ..

ii

15
15
18
18
18
19
21
22
22
24
25



4 Extension de la construction du complexe

4.1 Bimodules abéliens
4.2 Idée du chapitre .

4.3 Définition des différentielles . . . . . . . . .. .. ... ...
4.3.1 Bord de Hochschild . . . . . .. .. ... ... ... ... .. ...,
4.3.13 Annexe : bet el commutent . . . . .. ... ... ...
4.3.16 Différentielle de Chevalley-Eilenberg . . . . . . . .. ... ... ..

5 Lien avec le complexe de déformations

5.1 Dualité de Koszul .

5.2 Complexes de déformations . . . . . . . . . . .. ... .. ... ... ...
5.2.1 Algebres a homotopie prés . . . . . . . . . ... ...
5.2.4 Définition des complexes de déformations . . . . . . . .. ... ..
5.2.11 Lien avec la cohomologie opéradique . . . . . . ... ... ... ..

5.3 Adaptationde la preuve . . . . . ... L
5.3.3 Coefficients triviaux . . . . . . . .. ... o
5.3.4 Coefficients universels . . . . . . ... ... oL
5.3.6 Algebres cofibrantes . . . . . .. ...
5.3.7 Coefficients quelconques . . . . . . . . . .. .. ... ...

6 Applications

6.1 Complexes de graphes . . . . . . . . ... L
6.2 Espaces de fonctions et homotopie . . . . . . .. ... ... ... ... ..
6.2.1 Ensembles simpliciaux . . . . . . .. ... oo
6.2.15 Application de la cohomologie de Gerstenhaber . . . . . . .. . ..

6.3 Longs noeuds . . .
6.4 Autres applications

Notations
Index

Bibliographie

iii

36
36
37
38
38
39
41

43
43
44
44
45
46
47
48
48
48
48

50
50
50
50
52
95
56

57
59
60



Introduction

Les opérades sont des structures, introduites a la fin des années 60 [Mac65 ; BV68], qui
servent a encoder d’autres structures algébriques : algebres associatives, commutatives, de
Lie, de Poisson, de Gerstenhaber... Elles fournissent un cadre unifié pour décrire ce qu’est
un « type d’algebre » ou une « théorie algébrique ». Ce sont des monades particuliéres,
combinatoires, qui permettent de réaliser des calculs effectifs.

Leurs applications en topologie algébrique et en algebre homologique sont nombreuses.
On peut par exemple citer le principe de reconnaissance des espaces de lacets [May72],
la formalisation de ce qu’est une algebre « homotopie pres » [Mar04], la quantification
par déformation [Kon99; Tam98], la conjecture de Deligne [KKS00; MS02], ou encore la
modélisation des catégories d’ordre supérieur [Bat98; Lei04].

Certaines opérades topologiques, les opérades E,,, jouent un role central dans beaucoup
ces applications. Elles sont étroitement liées aux opérades encodant des structures
algébriques « classiques », les algebres de Poisson et de Gerstenhaber. L’étude des théories
cohomologiques associées a ces opérades est particulierement intéressante, comme nous
le verrons.

La construction bar, définie au départ pour les algebres associatives, est un outil
introduit dans les années 50 [EM53; CE56] qui sert & construire des résolutions. Elle
a depuis été adaptée & de nombreuses situations : monoides topologiques, monades,
opérades... Plusieurs travaux [Fre06; Frell] montrent l'existence d’un lien important
entre, d’'une part, la cohomologie de Poisson et la cohomologie E,, et d’autre part, la
construction bar (itérée). En effet, on sait que I'on peut donc itérer la construction bar
aux algebres commutatives — et cela s’étend aux algebres E,,. Appliquée aux algebres de
Poisson, elle permet de calculer leur cohomologie.

Le but principal de ce mémoire est alors de définir un complexe qui calcule, au travers de
la construction bar itérée, la cohomologie des algebres de Gerstenhaber et des complexes
de déformations associés.

Plan

Le chapitre 1 donne les définitions des opérades, de leurs algebres et de leurs modules,
et introduit les opérades particuliéres mentionnées plus tot (E),, Poisson, Gerstenhaber).

Le chapitre 2 donne la définition générale de la (co)homologie des algébres sur une
opérade et de leurs représentations, et explicite une premiere version du complexe; le
chapitre 3 constitue la partie technique du mémoire, et montre que le complexe calcule
effectivement la cohomologie de Gerstenhaber.

Le chapitre 4 étend la définition du complexe & un cadre plus général, celui des
bimodules abéliens sur I'opérade de Gerstenhaber. Enfin, le chapitre 5 montre que ce
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nouveau complexe étendu calcule 'homologie du complexe de déformations associé, que
I’on peut voir également comme la cohomologie de Gerstenhaber.

Le dernier chapitre donne des applications possibles : le lien avec les complexes de
graphes qui apparaissent dans la littérature, les espaces de longs nceuds, les espaces de
fonctions...

Remerciements

Je tiens d’abord a vivement remercier Benoit Fresse, pour tout le soutien et ’aide
qu’il m’a apportés durant la rédaction de ce mémoire. Je voudrais également remercier le
laboratoire Paul Painlevé, pour son environnement propice au travail. Enfin, j’aimerais
remercier ceux qui m’ont accompagné cette année, et ceux qui m’ont aidé a relire ce
mémoire.



1 Opérades

1.1 Catégories monoidales symétriques

Pour définir les opérades, nous avons besoin de la notion de catégories monoidales
symétriques au-dessus d’une base. Fixons d’abord les notations pour les catégories :
Définition 1.1.1. Une catégorie (localement petite) C est la donnée :

— d’une classe d’objets encore notée C ;

— pour toute paire d’objets z,y € C, d’'un ensemble Hom¢(x,y) de morphismes entre
T ety;

— pour tout objet x € C, un élément « identité » id, € Home(z, ) ;

— de compositions o : Home(y, 2) x Home (2, y) — Home (2, 2) associatives et unitaires.
Les notions de foncteurs, transformations naturelles... sont les notions habituelles.

Définition 1.1.2. Une catégorie monoidale symétrique est une catégorie C munie
d’un bifoncteur :

(1.1.3) ®:CxC—=C
et d’un objet 1 € C vérifiant les relations d’unité, d’associativité, de symétrie :

I AZA®1=A
(1.1.4) (A B) @ C=ZA® (Ba ()
AR BZB®A

Les isomorphismes en question vérifiant les équations de cohérence du pentagone, de
I’hexagone et du triangle — voir MAC LANE [Mac98] pour des diagrammes explicites.

Exemple 1.1.5. La catégorie des ensembles, et plus généralement tout catégorie cartésienne
fermée forme une catégorie monoidale symétrique, en prenant pour unité 'objet terminal
et pour produit tensoriel le produit catégorique.

Soit k un corps fixé, de caractéristique nulle. Nous allons considérer la catégorie
des dg-modules sur k. Elle a pour objets les modules (espaces vectoriels en réalité)
sur k gradués A = @, ., A, munis d’une différentielle d : A, — A,_1 de degré —1
(homologique). Les morphismes sont les applications linéaires respectant la graduation et
compatibles avec les différentielles. On notera par la suite C cette catégorie (sauf mention
contraire). Le produit tensoriel est donné par :

(1.1.6) (A® B), = P Ai® B,
i+j=n



On adopte la convention de Koszul pour les signes : z @ y <+ (=1)*IWly @ 2, ot ||, |y|
sont les degrés respectifs de = et y. Les signes apparaissant de cette maniere seront notés
+.

Cette catégorie est compléte et cocompléte : toutes les (petites) limites et colimites
existent. Le produit tensoriel préserve les colimites :

o

(1.1.7) liy (C; ® D) = (lim C;) © D

Si A est un dg-module, on note XA sa suspension. C’est un nouveau dg-module :

(1.1.8) {(2‘4)" = Au

dsa = —dy

Définition 1.1.9. Une catégorie monoidale symétrique au-dessus d’une base C
& est une catégorie monoidale symétrique (£, ®, 1) munie d’un produit tensoriel externe
®:C x & — & vérifiant (VA,B € C,VX,Y €€):

le X=X
(1.1.10) (A®B)@ X 2 A® (B® X)
AR(XQY)Z(AX)Y ZXR(A®Y)

Les isomorphismes en question vérifient certaines équations de cohérence (pentagone,
hexagone, triangle).

On peut bien siir prendre C = £, mais il existe d’autres exemples. Par la suite, toutes
les catégories monoidales seront au-dessus de C donné. Le produit tensoriel externe est
supposé préserver les colimites, et nous supposerons qu’il existe un bifoncteur Hom
externe £ x £ — C, noté toujours Homg (ici cela ne portera pas & confusion). En
d’autres termes, £ est enrichie sur C [Kel82].

1.2 &-modules

Définition 1.2.1. Un S-module (différentiel gradué) M est une suite {M (n)} ey de
dg-modules M (n) € C, chaque M (n) étant muni d’une action du groupe symétrique &,,.
On note M la catégorie des G-modules, les morphismes étant les suites d’application

équivariantes.
De maniére équivalente, M = C® ot & est la catégorie ayant pour objets les entiers
n ={1,...,n} et pour morphismes les applications bijectives.

La catégorie M est un exemple de catégorie monoidale symétrique sur C :

— Le produit tensoriel externe A ® M est simplement donné par (A ® M)(n) =
A® M(n), on &, agit trivialement sur le premier facteur ;



— Le produit tensoriel interne M ® N :

(1.2.2) (M&N)(n)= @ &n®e,xs, M(p) ® N(q)
ptg=n

ou &, x &, s’injecte dans &p44 en décomposant {1,...,p+¢q}en {1,...,p}U{p+

1,...,p+ ¢}, puis agit par translation a droite sur &,,. L'unité :
k n=0

(1.2.3) 1(n) = { .
0 sinon

Soit £ une catégorie monoidale symétrique au-dessus de C. Un G-module M induit un
foncteur S(M) appelé foncteur de Schur (dont la signification deviendra claire par la
suite) :

S(M):E—E&
(1.2.4) Vs S(M,V) = é(M(r) @ Vs,
r=0

La notation (-)g, désignant les coinvariants : si X est un G-module, X¢ = X/{gz —x}.
On note aussi (A ® B)g, = A ®e, B. Un élément de S(M, V) sera génériquement noté
&(x1,...,zp),ou e M(r)etz; e V.

Des considérations générales catégoriques (voir FRESSE [Fre09]) impliquent que la
composition de deux foncteurs S(M) o S(IN) est représentée par un nouveau S-module
M o N. Explicitement :

(1.2.5) MoN =P M(r) ®e, N
r=0

Le premier produit tensoriel est externe C x M — M alors que N®" est interne & M.
En fait, o munit M d’une nouvelle structure de catégorie monoidale symétrique sur C,
avec comme unité I :

(1.2.6) I= {k n=1

0 sinon

1.3 Opérades

Une opérade est un objet qui encode des structures algébriques telles que « algebre
de Lie » ou « algebre associative unitaire ». Elle est constituée d’opérations avec une
sortie et plusieurs entrées (en particulier les opérations O-aires sont des constantes de
structure, eg. 'unité d’une algebre). Ces opérations peuvent étre composées entre elles,
et elles vérifient certaines relations : associativité, commutativité... Un intérét principal
des opérades réside dans leurs « représentations », aussi appelées algebre sur I'opérade,
et qui correspondent aux représentations des algébres associatives unitaires.



Le terme « opérade » a été introduit par MAY [May72], mais des notions similaires
existaient déja : les analyseurs de LAZARD [Laz55], les PROP de MAC LANE [Mac65], ou
encore dans les travaux de BOARDMAN et VOGT [BV68]. On peut trouver un historique
des opérades par MARKL, SHNIDER et STASHEFF [MSS02] et LEINSTER [Lei04].

Nous ne parlons ici que d’opérades symétriques : les groupes symétriques G,, agissent sur
les opérations en permutant leurs entrées. Une version non symétrique des opérades existe
également, en oubliant dans les définitions toutes les références aux groupes symétriques.
De nombreuses autres versions des opérades existent : opérades colorées (aussi appelées
multicatégories), propérades, n-opérades, etc.

1.3.1 Définition

Nous pouvons finalement donner la définition (concise) d’une opérade :

Définition 1.3.2. Une opérade est un monoide interne a la catégorie monoidale symé-
trique (€, 0,I). Un morphisme d’opérades est un morphisme de monoides internes.

Par monoide interne nous entendons un objet M € M muni de deux opérations
pw:MoM — M etn: I — M vérifiant les axiomes d’associativité et d’unité. Nous
noterons généralement P ou Q des opérades quelconques, et v : PoP — P le produit
(appelé produit de composition).

Déroulons les définitions pour obtenir la définition originelle de MAY [May72] d’opérade
(voir aussi LODAY et VALLETTE [LV12] et FRESSE [Fre09] pour des contextes autres que
les espaces topologiques). Soit (P,~,n) une opérade :

— L’unité n : I — P correspond & un morphisme k — P(1), donc a un élément
=n(1) € P(1) (de degré zéro, de différentielle nulle) ;

— Le produit v : PoP — P correspond a une famille de morphismes :

(1.3.3) v:P(r)®@P(k1)®...P(k,) > P(k1+ ...+ k)

Ces morphismes sont « équivariants » pour Iaction des groupes symétriques (cf. les
références pour des diagrammes explicites). On note généralement v(f;¢g1,...,9r) =
fol(gi,-..,gr), voire méme simplement f(gi,...,9r).

— L’axiome d’unité v(-,n) = v(n, ) = id correspond aux équations :
(1.3.4) lof=f fo(l,...;,)=f
— L’axiome d’associativité correspond a :

(f o (gla s 797’)) ° (hl,lv < -hl,kp e -ahr,k:r) =

1.3.5
( ) fo(glO(hl,lw"ath‘l),"'agTo(hT,lv"'ah'r‘,k’T))

Il est commode de représenter les éléments de 'opérade par des arbres. Ainsi f € P(n)
sera représenté par la figure 1.A. L’action du groupe symétrique se représente alors par
la permutation des indices, et la composition par le greffage des arbres. Les axiomes des



opérades garantissent que la composition n’est pas ambigué. En fait, on peut définir les
opérades comme des algebres sur la monade O des opérades libres, qui peut se décrire
a l'aide d’arbres; les axiomes des opérades signifient donc exactement que ’on peut
composer les arbres étiquetés par des éléments de 'opérade.

1 ... n
f €P(n) o~ ?5

FI1GURE 1.A — Représentation d’une opération comme un arbre

On note aussi souvent fo; g = f(1,...,1,9,1,...,1), on g apparait a la ¢éme position.
Par exemple 1’équation (1.3.6) représente f o (7.g,1) (7 est ’élément non trivial de Gg).

(1.3.6) é o1 | 7 X = @ 3
©

Ezxemple 1.3.7. L’exemple prototypique d’opérade est 1’opérade des endomorphismes
Endx d’un objet X € £ :
Endx (n) = Homg(X®", X)

La composition est la composition évidente des morphismes, et ’action du groupe
symétrique est ’action a droite sur les variables d’entrée. Ici nous nous servons de la
structure enrichie Homg : £ x & — C pour pouvoir définir 'opérade (sinon Endy serait
seulement une opérade ensembliste).

C’est cet exemple qui explique comment interpréter les éléments constitutifs d’une
opérade : les éléments de P(n) sont des « opérations » a n entrées et une sortie (appelées
opérations n-aires). L’opération f o (g,...,gs) correspond & la composition d’opérations,
ou l'on « branche » la sortie de g; dans la iéme entrée de f. L’image 1 de 7 est 'opération
identité, et ’action du groupe symétrique permute les entrées.

Ezemple 1.3.8. Soit A une algebre associative et unitaire. On peut lui associer une opérade
Pa:
A n=1
Pa(n) =
0 n#1

La seule composition non-triviale est o : P4(1) ® Po(1) — P4(1), donnée par le produit
dans A. L’unité est donnée n(A\) = Al4. On vérifie alors que P4 est une opérade.



1.3.9 Algebres sur une opérade

Définition 1.3.10. Une algébre sur une opérade P est un objet A € £ muni d’un
morphisme ® : P — Endy4. La catégorie des algebres sur P dans £ est notée p&

En clair, il s’agit donc d’'un objet A muni d’endomorphismes multi-linéaires ®(§) :
A®" — A pour chaque & € P(n) et qui vérifient les relations d’unité, d’associativité et
d’équivariance venant de celles de P. Si A est une telle algebre, on notera (a1, ..., ay,)
pour ®(§)(a1 ® ... ® a,). Par adjonction, une telle structure est équivalente a une suite
de morphismes P(r) ® A®" — A, ie. un morphisme S(P,A) =Po A — A.

Ezemple 1.3.11. L’opérade P est une algebre sur elle-méme dans la catégorie M (et méme
dans la catégorie Mp des modules & droite sur P définie dans la section 1.3.20).

Exemple 1.3.12. Si A est une algébre associative et unitaire, une algebre sur P4 1.3.8 est
la méme chose qu’une représentation (classique) de A. Les opérades sont en ce sens une
généralisation des algebres associatives, qui sont des monoides internes a la catégorie des
(dg)-espaces vectoriels.

Exemple 1.3.13. Dualement a I’ exemple 1.3.7, on peut définir 'opérade des co-endo-
morphismes Coendx d’un objet X € & :

Coendx (n) = Homg (X, X®™)

et 7y est encore donné par la (post)-composition. Cette opérade sert & définir les cogébres
sur une opérade P.

Les algebres libres sur P sont données par le foncteur de Schur :

SP):&E—=E

(1.3.14)
X—PoX

Elles sont définies par la relation universelle usuelle. On notera par la suite Po X la
P-algebre libre engendrée par X. La donnée des algebres libres permet de reconstruire
entierement 1’opérade.

Ezemple 1.3.15. Les notions classiques d’algebres (associatives, de Lie...) sont des exemples
d’algebres sur une opérade. Donnons trois opérades classiques, définies par générateurs
et relations (voir FRESSE [Fre09] et LODAY et VALLETTE [LV12]) :

— L’opérade commutative Com :

(1.3.16) Com = O(kp)/(p(p, 1) = p(1, 1))

ou &y agit trivialement sur p. Une algebre sur Com est donc un dg-module (par
exemple) A muni d’'un morphisme - : A® A — A qui vérifie b-a = +a-b (S n’agit
pas trivialement sur A ® A : c’est la convention de Koszul) et (a-b)-c=a- (b-c).
C’est exactement la définition d’une dg-algébre commutative.

On peut vérifier que Com(n) = k (avec une action triviale du groupe symétrique)
pour n > 0.



— L’opérade associative Ass :

(1.3.17) Ass = O(kp @ ki) /(p(p, 1) = (1, p))

ot (12),p = fi. On a alors que Ass(n) = k[G,,] est la représentation réguliere de
S

— L’opérade de Lie Lie définie par (c’est la relation de Jacobi) :
(1.3.18) Lie = O(kA)/((1+ (123). + (132).)(A(N\, 1))

ou (12),A = —\. Le module Lie(n) n’a pas une description simple : il correspond
a la partie n-linéaire d’une base d’une algebre de Lie libre.

Ezxemple 1.3.19. Les corps, par contre, ne peuvent pas étre définis comme les algebres sur
une opérade : 'axiome Vx, Jy : xy = 1 est celui qui pose probleme. En effet, il serait par
exemple tentant de vouloir définir les corps comme des algeébres commutatives possédant
une opération supplémentaire ¢ d’arité 1 (I'inverse). Mais dans I’axiome qui stipule que
c’est bien l'inverse, la variable = devrait apparaitre deux fois : p(z,t(x)) = 1, ce qui n’est
pas possible.

Cela ne prouve pas qu'il n’y a pas d’opérade dont les algebres soient les corps (il
pourrait y avoir une autre description axiomatique acceptable), mais il n’y a pas d’objet
initial dans la catégorie des corps. Or, dans la catégorie des algebres sur P, I’algebre libre
sur 0 est initiale.

1.3.20 Modules sur une opérade

Parallelement & la notion d’algébre sur une opérade, il y a la notion de module (a
droite ou a gauche) sur une opérade, développée par FRESSE [Fre09]. Il ne faut pas la
confondre avec la notion de module sur une algebre sur une opérade (qui correspondent
par exemple aux modules sur une algebre commutative, ou aux représentations d’algebres

de Lie).

Définition 1.3.21. Un module a gauche sur l'opérade P est un &-module M muni
d’une action de monoide Po M — M. La catégorie des modules & gauche sur P est notée
pM. De maniere symétrique, un module a droite sur Q est un G-module N muni
d’une action de monoide N o Q — N. La catégorie est notée My. Enfin, la catégorie des
(P, Q)-bimodules est notée . My.

Le fait que l'action soit une action de monoide signifie que les diagrammes suivants
(ou leurs symétriques pour les modules a droite) commutent :

PoPoM s poM M=ToM —=5 M
(1.3.22) b"l l,‘ J/nol/
PoM — " s M PoM



De maniére équivalente (par adjonction) on peut spécifier les modules & gauche (resp.
a droite) par des familles de morphismes :

Pk)@ M(k1)®...@ M(ky) = M (k1 + ...+ k)

(1.3.23) N(k)@Q(kl)@)---@Q(k?‘) _>N(k1—|—...+kr)

Remarque 1.3.24. Il n’y a pas de surcharge de notation pour M, que 'on pourrait voir
a la fois comme la catégorie des P-algebres dans £ = M et la catégorie des P-modules a
gauche. En effet, par adjonction, un morphisme P — Endj; est équivalent & une action
PoM — M pour M € M.

Plus généralement, une P-algebre dans £ est équivalente a un objet M € £ muni d’une
action S(P,M)=Po M — M.

Ezemple 1.3.25. L’opérade P elle-méme définit un (P, P)-bimodule. C’est un point de vue
assez important pour la suite.

Le produit de composition o : M ® M — M est un produit tensoriel, avec pour
unité I. Tout comme on peut construire un produit tensoriel relatif M ® 4 N dans la
catégorie des modules (ou M est un module a droite sur A et N un module a gauche),
on peut également construire un objet noté M op N vérifiant des propriétés similaires.
Plus généralement, on peut construire un foncteur de Schur relatif Sp(M), ou M est un
module & droite (et on aura alors M op N = Sp(M, N)).

Définition 1.3.26. Soit P une opérade et M € Mp un module a droite. Le foncteur
de Schur relatif Sp(M) : ;€ — &, est défini par le coégaliseur (réflexif) :

S0

/_d()\ coe:
(1.3.27) S(MoP, A) —= S(M, A) 2, Sp(M, A)

ol
— dp est induit par 'action a droite de P sur M ;
— dy : S(MoP,A) = S(M,S(P,A)) — S(M,A) est induit par 'action & gauche de P
sur A;
— s0:S(M,A)=S(MoI,A) — S(M oP,A) est induit parn: [ — P

La réflexivité signifie ici que dpsg = dis¢.

Les foncteurs p€ — £ du type Sp(M) seront importants par la suite et seront appelés
« foncteurs induits par des modules a droite ». Par analogie avec le produit tensoriel, on
note parfois Sp(M, A) = M op A. En particulier S;(M,V) = S(M,V) (tout S-module a
une structure canonique unique de (1, I)-bimodule), et on note aussi M oy V =M o V.
Cette notation est cohérente avec la notation o : M x M — M, quand £ = M.



1.4 Opérades spécifiques

1.4.1 Algebres de Poisson et de Gerstenhaber

Un type d’algebre qui va particulierement nous intéresser est celui des algebres de
Poisson [Lic77; Fre06] (et leur version graduée, les algebres de Gerstenhaber).

Définition 1.4.2. Une algébre de Poisson A est un module muni d’un produit
-t A® A — Aet dun crochet {, }: A® A — A tels que :

— (A, ") est une (dg) algébre commutative ;
— (A, {, }) est une (dg) algebre de Lie;

— Le crochet de Poisson est une dérivation par rapport au produit, ie. il vérifie la
relation de Leibniz :

(1.4.3) {a,b-¢c} = {a,b} - c+ (=1)alflp. {4, ¢}

Pour illustrer la régle de Koszul, dans Péquation (1.4.3), 4+ vaut (—1)l9l®l car a et b
sont échangés. En fait, b est également échangé avec le crochet : on peut noter 1’équation
comme p(a, A(b,c)) = u(A(a,b),c) + £u(b, A(a,c)) en notation opéradique. Cependant
ici le crochet A est de degré zéro, donc aucun signe n’apparait. Ceci est a contraster avec
les algebres de Gerstenhaber, décrites dans quelques paragraphes.

Cette description des algebres de Poisson donne naturellement une opérade, notée Poi,
définie par deux générateurs A\ (le crochet) et u (le produit) et relations, telle que les
Poi-algebres soient exactement les algebres de Poisson ; on peut trouver la construction
dans GETZLER et JONES [GJ94] et MARKL [Mar96]. Le théoreme suivant se trouve dans
LoDpAY et VALLETTE [LV12] (et est expliqué par une loi distributive) :

Théoréeme 1.4.4. L’opérade Poi est isomorphe ¢ Com o Lie. En particulier ’algébre de
Poisson libre sur X est :
Poi(X) = S(L(X))

Un début d’explication est donné par le fait que toute expression de Poisson peut se
réduire a une expression de la forme 71 -. . .- 7, ou les m; ne font intervenir que le crochet ;
cela est dii a la relation de Leibniz.

Soit m > 1 un entier fixé. Les algebres de Poisson se généralisent en algebres de
Gerstenhaber :

Définition 1.4.5. Une n-algébre de Gerstenhaber A est un module muni d’un
produit - et d’un crochet [, | tels que :
— (A, -) est une algebre commutative ;

— (A, [, ]) est une algebre de Lie de degré n — 1 : cela signifie que (X17"A, [, ]) est
une algebre de Lie. En particulier le crochet diminue le degré de n — 1;

— La relation de Leibniz (1.4.3) (avec les signes découlant de la convention de Koszul)
est vérifiée :

(1.4.6) [a,b- ] = [a,b] - ¢+ (=1)lel=nDllp g (]



En particulier une algebre de Poisson est une 1-algebre de Gerstenhaber. On note
Ger,, l'opérade des n-algebres de Gerstenhaber, encore décrite par générateurs (A et p)
et relations [GJ94; Mar96].

Remarque 1.4.7. Dans la littérature, on appelle parfois les Gers-algebres « algébres de
Gerstenhaber » et les Ger,-algebres « n-algebres de Poisson ».

Cette notion d’algébre « de degré k » peut se définir au niveau opéradique. Etant
donné une opérade P, il existe une opérade AP telle que X A est une algebre sur AP si et
seulement si A est une algebre sur P (elle est notée . par LODAY et VALLETTE [LV12]).
Sur les algébres libres, cette opérade est donnée par (AP)(X) = LP(X LX) (cela suffit
d’ailleurs a décrire completement AP). On utilise aussi parfois la notation AP = P[—1]

Théoréme 1.4.8. L’opérade Ger, est isomorphe a Com o A'""Lie. En particulier la
n-algébre de Gerstenhaber libre sur X est :

Ger,(X) = S(Z'"L(Z" 1 X))

1.4.9 Opérade des petits disques

L’opérade des petits disques, initialement introduite par BOARDMAN et VoGT [BV73]
comme la PROP des petits cubes, est une opérade fondamentale en topologie algébrique.
C’est une opérade topologique : la catégorie monoidale de base C est celle des espaces
topologiques (pointés, & engendrement compact, séparés'). Elle est décrite par MAY
[May72]. On note D™ = {(x1,...,2,) € R" | 3. 27 < 1} le disque unité fermé de R™.

Définition 1.4.10. Soit 1 < n < oo un entier fixé. L’opérade des petits n-disques
D,, est :

X
— Dy (r) est l'espace des plongements D™ U ... LI D" — D" affine sur chaque facteur;
cet espace est muni de la topologie compacte-ouverte. Un exemple d’élément est
représenté dans la figure 1.B. A noter qu’un tel plongement est déterminé par les
images des centres et les rayons des disques images.

— La composition est donnée par la composition des plongements, voir la figure 1.C.

Ici nous considérons la version non-unitaire de D, ot D,,(0) = 0. Il existe une version
unitaire notée Dy, ;.

Il existe un morphisme d’inclusion D,, < D,,+1, donné par I'inclusion D" «— D"+l Dr =~
{x € D" | 2,41 = 0} pour les centres, et en gardant le méme rayon a larrivée
(figure 1.D).

Définition 1.4.11. L’opérade des petits co-disques D, est la colimite hﬂn D,.

1. Ces conditions sont nécessaires pour des questions catégoriques : la catégorie usuelle des espaces
topologiques n’est pas fermée cartésienne.
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FIGURE 1.B - Elément de Dy(3)

Fi1cUre 1.C — Composition dans Dy

FIGURE 1.D — Inclusion de D;(2) dans D2 (2)
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Les opérades E,

L’opérade des petits disques n’est qu'un modele parmi d’autres pour ce que I’on appelle
les opérades E,, ; d’autres modeles sont parfois utiles.

Définition 1.4.12. Une opérade F, est une opérade (topologique) P cofibrante faible-
ment équivalente? & D,, :
P< - 5D,

Une algebre sur une opérade F,, est appelée une F,-algebre.

Par exemple on peut remplacer ’opérade des petits disques par I'opérade des petits
cubes C,, dont la définition se comprend facilement a partir de la figure 1.E.

FIGURE 1.E — Opérade des petits cubes

Plus généralement il est possible de remplacer les disques et les cubes par des « petits
corps convexes » [May77]. Ce résultat n’est pas complétement évident : les espaces
intervenant dans les définitions sont bien siir tous faiblement équivalents entre eux (en
prenant les centres des disques / cubes / corps convexes, ils sont équivalents aux espaces
de configurations (1.4.13)). La difficulté réside dans le fait d’obtenir des équivalences
compatibles a la structure opéradique.

Un autre modeéle est donné par ['opérade de Fulton-MacPherson, dont la description
est plus complexe. Chaque espace D, (r) a le type d’homotopie de F'(D™,r), I'espace des
configurations de r points dans D™. Explicitement,

(1.4.13) FD",r)={(z1,...,2;) € D" x ... x D" | &j # x; ¥Vi # j}

L’équivalence D, (r) = F(D™,r) associe & une configuration de disques la configura-
tion correspondant aux centres des disques en question. L’espace C(R",r) (un espace
faiblement équivalent a F'(D",r)) :

CR",r)=FR",r)/Rso x R"

2. Une équivalence faible d’opérades P — Q est un morphisme qui induit une équivalence faible
d’homotopie P(r) — Q(r) pour tout r. Voir la section 2.1 pour la terminologie générale.
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se plonge dans (S"fl)(;) x [0, oo](g) par lintermédiaire des applications (i # j # k # 1) :

—
Til; i |

1.4.14 0;i(z) = Oiik(x) =

(14.14) @) = [Z= k(™) = 22

Ces applications donnent la direction relative de deux points et la distance relative de
trois points. L’adhérence F'M,,(r) de I'image est une compactification de C(R",r); ce
sont des variétés a coins. F'M,, a de plus une structure d’opérade E,, : c’est I’opérade
de Fulton-MacPherson, introduite par GETZLER et JONES [GJ94]. On peut trouver
d’autres descriptions par LAMBRECHTS et VOLIC [LV14] et FRESSE [Frel5].

FIGURE 1.F — Exemple d’élément de F' M (7)

En résumé, deux points de la configuration peuvent étre « infinitésimalement proches »
par rapport & un troisiéme point (en d’autres termes, d;;,(x) = 0 signifie que z; et = sont
infinitésimalement proches par rapport a x). Néanmoins, 'angle et la distance relative
des points est toujours bien définie.

Le principe de reconnaissance

Ces opérades sont reliées aux espaces de lacets itérés Q" X, ou QX est 'espace des
lacets pointés Hom,(S!, X). En effet, on peut faire de Q"X une E,-algeébre de maniere
canonique. Si ¢ € D, (k) est une configuration de k disques, on peut lui associer le
morphisme ¢ : Q"X X ... X Q"X — Q"X en se servant du fait que S™ = D"/9D" (le
point base étant "image du bord). Pour a,...,a, € Q"X c(aq,...,a,) est 'élément
de Q"X = Hom, (5", X) = {(D",0D") — (X,*)} qui :

— vaut * en dehors des images des plongements;

— est défini par oy sur 'image du k-ieme plongement.

Cet élément est bien défini et continu, car les éléments «y, envoient eux-mémes le bord
sur x. On vérifie sans peine que cela fait de Q"X une E,-algebre — D, a été définie de
manieére a ce que cela soit vrai.

Il y a une réciproque, le principe de reconnaissance :
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Théoréme 1.4.15 (Principe de reconnaissance, BOARDMAN et VOGT [BV73] et MAY
[May72]). Soit Y un espace connexe par arcs® muni d'une structure d’E,-algébre. Alors
1l existe un espace B,Y , naturellement associé a 'Y, et un zigzag d’équivalences faibles
O"B,Y < - 5Y qui sont également des morphismes d’E,,-algébres.

Ce théoréeme est également valable pour n = 0o : si Y est une E-algebre (connexe par
arcs pour simplifier), il existe une suite d’espaces B, Y, naturellement associés & Y avec
ByY =Y et B,Y ~ QB,+1Y. C'est ce que 'on appelle un « espace de lacets infinis ».

Homologie des opérades D,,

Si F': C — C' est un foncteur monoidal symétrique, ie. un foncteur tel que F(1) =1
et muni d’une transformation naturelle F(X) ® F(Y) — F(X ® Y), alors il est possible
d’appliquer ce foncteur terme a terme aux &-modules associés pour fabriquer de nouvelles
opérades. Le foncteur homologie H, = H,(-;k) : Top — C vérifie ces conditions. En effet,
k est un corps donc on dispose de I'isomorphisme de Kiinneth. Une opérade topologique
P induit donc une nouvelle opérade (en modules gradués cette fois) H,(P)*. Appliquons
cette construction a D,,.

Quand n = 1 ou n = oo, les composantes connexes par arcs de chaque D, (r) sont
contractibles, et il est classique de vérifier :

Proposition 1.4.16. Les homologies de D1 et Dy, sont :

1. pour Dy : H.(D1) = Ass lopérade des algébres associatives ;

2. pour Doy : Hy (Do) = Com l'opérade des algébres commutatives.
Le théoréme suivant décrit I’homologie pour 1 < n < oo :

Théoréme 1.4.17 (COHEN [Coh76]). Soit [pt] € Ho(Dn(2)) et [S" Y] € H,—1(Dn(2)).
Alors il existe un isomorphisme d’opérades :

Ger,, —— H,(D,)
p —— [pt]
A [ Snfl]
C’est en ce sens que les algebres de Gerstenhaber sont une interpolation entre les
algebres associatives et les algebres commutatives ; le morphisme induit par D,, < Dy 41
en homologie envoie p sur p et A sur 0, et fait de Com la colimite du diagramme

Ass — Ger; = Poi — Gery — ... — 1i nGern = Com.
Ce théoreme est a l'origine de la notation e, parfois employée pour 'opérade Ger,,.

3. Plus généralement on demande que Y soit grouplike, ie. que 7o(Y") forme un groupe pour 'opération
induite par la structure d’E,, algebre.
4. On pourrait écrire H_,.(P) : un élément de H; est considéré comme étant de degré —i.
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2 Calcul de I'homologie de Gerstenhaber

A toute opérade on peut associer une théorie (co)homologique sur ses algebres et leurs
représentations. Le but ici est de décrire un complexe calculant I’homologie associée a
lopérade de Gerstenhaber Ger,, a partir de celui de FRESSE [Fre06] qui calcule I’homologie
de Poisson et des complexes bar itérés [Frell].

2.1 Catégories modeéles

La catégorie des algebres sur P a, dans les bons cas, une structure de catégorie
modele. Cela signifie qu’elle a trois classes de morphismes privilégiés : les équivalences
faibles, les fibrations et les cofibrations, vérifiant certains axiomes. Les noms sont
en référence aux mémes concepts en topologie, et la catégorie des espaces topologiques
munie de ces classes est effectivement une catégorie modele. Elles ont été introduites
par QUILLEN [Qui67] (ou il appelle « catégorie modeéle fermée » ce que nous appelons
catégorie modele), et on peut trouver une introduction par DWYER et SPALINSKI [DS95].

Une catégorie modele C est une catégorie munie de trois classes de morphismes
(équivalence faibles —, fibrations —, cofibrations <) vérifiant :

(CM1) C est complete et cocompléte ;

(CM2) Si f et g sont composables et si deux des trois morphismes f, g et g o f sont des
équivalences faibles, alors le troisiéme ’est aussi;

(CM3) Si f est une équivalence faible, une fibration ou une cofibration, et que g est une
rétraction de f (figure 2.A(a)), alors g est dans la méme classe;

(CM4) Dans le diagramme de la figure 2.A(b), si p ou i est une équivalence faible (on parle
alors de fibration ou de cofibration acyclique), la fleche en pointillés existe ;

(CM5) Tout morphisme f peut étre factorisé comme f = pi ot p est une fibration (resp.
fibration acyclique), i une cofibration acyclique (resp. cofibration) .

Ces axiomes entrainent que les trois classes sont closes par composition et contiennent
les isomorphismes.

Définition 2.1.1. Un morphisme p a la propriété de relevement a droite (RLP en anglais)
par rapport & une classe de morphismes I si dans le diagramme 2.A(b), ou ¢ € I, la fleche
en pointillés existe toujours. La propriété de relevement a gauche (LLP) est définie de
manieére similaire.

Proposition 2.1.2. Dans une catégorie modéle, un morphisme f est :

1. On demande parfois que cette factorisation soit fonctorielle.
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A B A
b b N
A B Al [: e
\;/ C ~ D
(a) Définition d’une rétraction g de f (b) Probléeme de relévement

FIGURE 2.A — Catégories modeles

— Une fibration ssi il a la LLP par rapport aux cofibrations acycliques ;
— Une fibration acyclique ssi il a la LLP par rapport auz cofibrations ;
— Une cofibration ssi il a la RLP par rapport aux fibrations acycliques ;
— Une cofibration acyclique ssi il a la RLP par rapport auz fibrations.

En particulier, la structure de catégorie modéle est déterminée par la classe des équiva-
lences faibles et soit la classe des fibrations, soit celle des cofibrations (la derniére étant
défini comme celle ayant la propriété de relévement adaptée).

Définition 2.1.3. Un objet X d’une catégorie modele est appelé fibrant si I'unique
morphisme X — * vers 'objet terminal ? est une fibration. Un remplacement fibrant
de X est une équivalence faible X — Y ou Y est fibrant.

Dualement X est appelé cofibrant si I'unique morphisme @ — X est une cofibration.
Un remplacement cofibrant est une équivalence faible Z — X ou Z est cofibrant.

Remarque 2.1.4. Les remplacements fibrants et cofibrants existent toujours grace a
Paxiome (CM5) appliqué respectivement & @ — X et X — x :

g ——1 X X —1

N N

Définition 2.1.5. La catégorie homotopique hC d’une catégorie modele C est la
localisation de C par rapport a sa classe d’équivalence faibles.

Pour rappel, la localisation d’une catégorie C par rapport a une classe de morphismes
W est la catégorie C 1 C [W 1], universelle parmi les catégories sous C telles que (w)
soit un isomorphisme pour tout w dans W. La localisation existe toujours *. Elle peut étre
construite a partir de (C, W) en gardant les mémes objets et en prenant pour morphismes
les zigzags formels :

(2.1.6) A& - & B

2. 1l existe par complétude de la catégorie.
3. Modulo les problémes de théorie des ensembles habituels.
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ou chaque fleche allant « a ’envers » est dans W. La composition est la concaténation
des zigzags, en stipulant que <= —»=-—"3¢"= 1 pour tout w € W.

Deux objets A, B € C sont dits faiblement équivalents, noté A ~ B, s’ils sont reliés
par un zigzag ou toutes les fleches sont dans W. En d’autres termes, ils sont isomorphes
dans C[W~!]. En régle générale il n’est pas possible d’éviter d’avoir affaire a des zigzags ;
par exemple dans Top, il existe des espaces faiblement équivalents sans équivalence faible
directe entre eux. Quand les espaces en question sont des CW-complexes (les objets
cofibrants de Top pour la deuxiéme structure de la table 2.A), le théoréeme de Whitehead
montre que 'on peut se passer des zigzags.

La définition de la catégorie homotopique ne dépend pas des fibrations et des cofi-
brations, mais la structure de catégorie modele permet d’avoir une construction plus
simple de la localisation a ’aide de classes d’homotopie de morphismes (entre objets
fibrants-cofibrants).

Théoréme 2.1.7 (QUILLEN [Qui67]). Soit F: C = D : G deux foncteurs adjoints entre
deuz catégories modéles, alors les propositions suivantes sont équivalentes :

— F préserve les cofibrations et les cofibrations acycliques ;

— G préserve les fibrations et les fibrations acycliques;

— F préserve les cofibrations et G préserve les fibrations.

Dans ce cas, F' et G sont appelés adjoints de Quillen et ils induisent deuz foncteurs
adjoints, les foncteurs dérivés totaux

(2.1.8) LF :hC S hD : RG

qui vérifient une certaine propriété universelle (ce sont des extensions de Kan [Mac98]
le long du foncteur de localisation C — hC). De plus, F' préserve les équivalences faibles
entre objets cofibrants (resp. G préserve les équivalences faibles entre objets fibrants).

Si de plus pour ¢ € C cofibrant et d € D fibrant, un morphisme F(c) — d est une
équivalence faible si et seulement si son adjoint ¢ — G(d) lest, les foncteurs sont
appelés équivalences de Quillen et les foncteurs dérivés totaux correspondant sont des
équivalences de catégories.

Remarque 2.1.9. 11 découle du théoreme que les foncteurs dérivés totaux, s’ils existent,
sont donnés par :

LF(X) = F(Qx) RG(X) = G(Rx)
ou @ x est un remplacement cofibrant de X et Rx un remplacement fibrant.
FEzemple 2.1.10. Soit A un anneau, et M un A-module a droite. Le foncteur
(2.1.11) F=M®y-:Chiy— Chxo

est alors un adjoint & gauche de Quillen. Si N est un module & gauche sur A, on note
K(N,0) € Ch4, le complexe concentré en degré 0. Alors un remplacement cofibrant de
K(N,0) est par définition une résolution projective de N (dans la premiére structure
modele de la table 2.A), et :

(2.1.12) H;LF(N) = Tor{(M, N)
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C Equivalences faibles Fibrations Cofibrations

Top Equivalences fortes ho- Fibrations de Hurewicz ~ Cofibrations usuelles
motopiques

Top Equivalences faibles ho- Fibrations de Serre Rétracts de complexes
motopiques cellulaires relatifs

sSet  Equivalences faibles ho- Fibrations de Kan Injections
motopiques

Ch>o Quasi-isomorphismes® Epimorphismes en degré Monomorphismes a co-

>0 noyau projectif
Ch>p Quasi-isomorphismes Epimorphismes & noyau Monomorphismes

injectif

& Les quasi-isomorphismes sont les morphismes induisant un isomorphisme en homologie.

TABLE 2.A — Exemples de catégories modeéles

2.2 Homologie des algébres sur une opérade

Cette section est une récapitulation de LODAY et VALLETTE [LV12, chap 12] et FRESSE
[Fre09, chap 4].

2.2.1 Représentations des algebres sur une opérade

Soit P une opérade et A une P-algebre. Si M est un k-module, on peut définir un
nouveau produit de composition P o (A; M) (noté S(P, A; M) par FRESSE [Fre09)]) :

(2.2.2) L.®A

Po(A;M) =P

n

P(n)®e, [PA®... M
=1

position ¢

Définition 2.2.3. Une représentation de A, ou un A-module, est un k-module M
muni de deux morphismes p : Po (A; M) — M et n: M — Po (A; M) vérifiant des
conditions d’associativité et d’unité.

Comme dans le contexte classique, il existe une notion d’algébre enveloppante
universelle Up(A), qui est une algebre associative telle que ses modules a gauche sont
exactement les représentations de A.

Exemple 2.2.4. La table 2.B regroupe ces notions dans les cas classiques (on note
Ay = A @kl Dextension unitaire).

2.2.5 Dérivations

Il est également possible de définir la notion de dérivations, étant donné une P-algebre
B L5 A au-dessus de A et M un A-module, le module Der4(B, M) est défini comme
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P P-algebre modules sur ’algébre Up

Ass algebre associative A (A, A)-bimodules AL @ AT
Com algebre commutative A  A-modules At
Lie algebre de Lie g g-modules Ul(g)

TABLE 2.B — Exemples de modules et d’algebres enveloppantes universelles

dans le cas classique. C’est I’ensemble des morphismes d: B — M (dans £) qui vérifient,
en notation abrégée (B agit sur M par f) :

(2.2.6) dE(by,. . bn) = HE(..,dbs, .. )

Par exemple pour les algebres commutatives, on demande que d(a-b) = d(a)-b+a-d(b).
Ce foncteur est représentable par le module des différentielles de Kéhler Q}(4),
décrit dans les références (f*M est M muni de sa structure de B-module induite par f) :

(2.2.7) Der 4 (B, M) = Hompg_moq (2 (B), f*M)

En regle générale Q) (A) est engendré par des éléments du type &(aq, ..., dag, ..., a,),
ou ¢ € P(n), a; € A, et da; est un élément formel (avec un d droit); c’est en fait un
quotient de P o (A; A). Ces éléments vérifient les relations de dérivation (on peut décrire
QL (A) comme un coégaliseur). La table 2.C reprend ces notions dans les cas classiques.

P relations ol

Ass d(ab) = a(db) + (da)b AL QAR AL/ ~

a@db)®c~ (ab)@dV @ c+a®@db® (bc)
Com d(ab) = a(db) + (da)b AL @A/ ~

a®d(bc) ~ (ab) ® de + (ac) @ db
Lie d[u,v] = [du,v] + [u,dv] U(g)

TABLE 2.C — Dérivations et différentielles de Kéahler

2.2.8 Définition de I’homologie opéradique

Sous de bonnes conditions, la catégorie des opérades et la catégorie des algebres sur
une opérade donnée héritent d’une structure de catégorie (semi-)modele. On peut trouver
un traitement systématique par BERGER et MOERDIIK [BMO03] et FRESSE [Fre09].

Plus généralement, la catégorie des opérades forme en fait une catégorie semi-modele —
voir le théoreme 12.2.A de FRESSE [Fre09], ainsi que HINICH [Hin97] et SPITZWECK [Spi01].
En résumé, les équivalences faibles (resp. fibrations) P — Q sont les morphismes tels que
P(n) — Q(n) est une équivalence faible (resp. fibration) pour tout n. Les cofibrations sont
alors les morphismes ayant la LLP par rapport aux fibrations acycliques.
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P  (Co)homologie associée
Ass (Co)homologie de Hochschild [Hoc45 ; CE56]
Com (Co)homologie de Harrison [Har62]
Lie (Co)homologie de Chevalley-Eilenberg [CEA48]
Poi (Co)homologie de Poisson [Lic77 ; Fre06]

TABLE 2.D — Exemples de (co)homologies

La structure modele sur M est définie de maniére similaire et les opérades cofibrantes
en tant que G-module sont appelées G-cofibrantes. Tous les G-modules sont C-cofibrants,
(= cofibrants dans CV) car I’anneau de base k est un corps et tous les k-modules sont
donc projectifs. Il n’est en revanche pas vrai, méme dans ce cas, que tous les G-modules
sont G-cofibrants, surtout en caractéristique positive. Par exemple ni Com ni Lie ne sont
C-cofibrants en caractéristique positive.

Si £ est une catégorie modele monoidale symétrique, la catégorie p&€ des algebres sur
P (ou P est une opérade C-cofibrante) hérite également d’'une structure (semi-)modele
[Fre09, 12.3.A]. Les équivalences faibles (resp. fibrations) sont les équivalences faibles
(resp. fibrations) de &, et les cofibrations sont définies par la propriété de relévement. On
peut donc parler de P-algebre cofibrante.

Ce sont ces notions qui permettent de définir la (co)homologie des algebres sur une
opérade (a coefficients dans un module sur 'algebre). Elle est définie par analogie avec
la cohomologie d’André-Quillen [And74; Qui70] et est décrite par LODAY et VALLETTE
[LV12] et FRESSE [Fre(9].

Définition 2.2.9. Soit P une opérade, A une algébre sur P, M un module sur A. Soit
Q4 un remplacement cofibrant de A. L’homologie et la cohomologie sont définies comme :

H3(A; M) = H*(Derp(Qa, M)) HE(A; M) = Ho (M ®p,(q,) %, (A))

Ce sont des foncteurs dérivés totaux, respectivement de Derp(-, M) et M @,y Qp(:)
(qui sont des foncteurs (,€ | A) — C) et ils vérifient donc les propriétés usuelles des
foncteurs dérivés — le choix de la résolution cofibrante n’affecte pas la classe d’homotopie
du résultat, il existe des suites spectrales de coefficients universels, etc.

Exemple 2.2.10. La table 2.D reprend des exemples de cohomologies définies ainsi. Cette
notion de cohomologie coincide donc avec plusieurs notions classiques de cohomologies
dans le cadre algébrique. Pour prouver ces résultats, 1'idée est de prendre des résolutions
cofibrantes connues (par exemple le complexe bar) pour retrouver ces résultats.

Cette définition ne dépend en particulier pas de la catégorie £ choisie — ce ne sont
pas nécessairement des dg-modules, par exemple. On peut ainsi définir la cohomologie
des P-algebres dans Mg, etc. En particulier comme P est un (P, P)-bimodule, il est donc
possible de définir H} (P, M) ou M est un module sur P vu comme un P-module & droite ;
on peut méme choisir M = P.
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Dans ce mémoire, nous allons d’abord définir un complexe qui calcule la (co)homologie
des n-algebres de Gerstenhaber en dg-modules, et ensuite généraliser ce complexe aux
modules a droite sur une opérade. Nous verrons comment interpréter cette homologie
comme un complexe de déformations.

Il est également possible de donner une définition pour des opérades topologiques, et
ainsi de parler par exemple de Hy, (X;M), ou X est une Ep-algébre et M un module
sur X.

2.2.11 Homologies de Hochschild et de Chevalley-Eilenberg

Deux théories homologiques en particulier vont nous intéresser : I’homologie de Hoch-
schild (associée & 'opérade Ass) et ’homologie de Chevalley-Eilenberg (associée & I'opé-
rade Lie).

Hochschild

L’homologie de Hochschild [Hoc45 ; CE56] est 'homologie opéradique des algebres sur
lopérade Ass, les algebres associatives. Elle est définie pour une algebre associative A et
un (A4, A)-bimodule M (ie. une Ass-représentation de A).

Le module sous-jacent au complexe est défini par :

(2.2.12) CH, (A, M) =M @ A®"

La différentielle b est en trois parties :

— La différentielle d induite par la différentielle interne de A (en régle générale on
peut l'ignorer, elle n’intervient que dans les calculs explicites) ;

(n—1)

— La partie « sans coefficients » b’ : A®™ — A® donnée par :

(2.2.13) Vi ®...®a,) = Z:I:(al ® ... (i1 ... Q ap
i

— La partie « avec coefficients » b’ : M @ A®™ — M ®@ A®("~1) donnée par :
(22.14) V'(m@a1 ®@...Qay) =ma1 Ras ® ... D a, +Fa,mR@a; @ ... R ap_1

On vérifie alors que b’ + b” est une différentielle, et on note H H, (A, M) I’homologie
associée. On peut également définir de maniere duale la cohomologie HH*(A, M) avec
CH™(A, M) = Hom(A®", M) et des différentielles similaires.

Cette homologie s’interprete en termes de foncteurs dérivés (pour rappel Upss(A) =
A® A°P) :

(2.2.15) HH, (A, M) = Tor2®" (A, M) HH*(A, M) = Ext’g 400 (A, M)
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Chevalley-Eilenberg

L’homologie de Chevalley-Eilenberg [CE48] est la théorie homologique associée a
Popérade Lie. Elle est définie pour une algebre de Lie g et une g-représentation M (de
maniére équivalente, un Ug-module). Si k est la représentation triviale de g :

(2.2.16) H.(g, M) = TorVS(k, M) H*(g, M) = Exts,(k, M)

On peut aussi décrire explicitement un complexe qui calcule ’homologie. Le complexe
homologique est :

(2.2.17) C.(g, M) = M  S(2g)

La différentielle est en deux parties (trois si I’on compte la différentielle interne a g)
o\ = 1®(9)\,—|—(9)\” :

(2.2.18) N &)= [&&la-.&...&§. &
i<j
(2.2.19) '(x@& ... &) =) m&l®&. .. & . .&

]

La version cohomologique est de la forme Hom(S(Xg), M) avec des différentielles
définies de maniere similaire.

2.3 Définition du complexe

2.3.1 Complexes bar itérés

Définition 2.3.2. Soit A une dg-algebre associative. Le complexe bar [EM53] de A
est un complexe BA défini par BA = T¢(XA) = @,~,(X£A)®" muni d’une différentielle
bV=6d6+0ou:

o(ay,...,an) = Zi(al,...,dAai,...,an)

8(@1,...7an):Z:i:(al,...,aiaj,...,an)

Les signes sont donnés par la convention de Koszul. Si A est non graduée (ie. concentrée
en degré 0 avec dgq = 0), on reconnait une partie de la définition de ’homologie de
Hochschild. Le complexe bar définit un foncteur ,,,& — €£.

Remarque 2.3.3. On note (aj,as,...) au lieu de (Xa1) ® (Xa2) ® ... pour alléger les
. , . 412 12 ...
notations. Il est également pratique de noter ces éléments sous la forme d’arbre NP

quand ce a quoi correspondent les indices est clair.

Remarque 2.3.4. Pour 'instant, tout est écrit dans le contexte £ = C; mais les formules
sont en fait encore valides pour des catégories plus générales, en replagant le produit a - b
par p(a,b) ou p est 'image du générateur de Ass dans Endy4. Les formules sont alors a
traduire en des diagrammes associant les puissances tensorielles de A € £.
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Le module BA est naturellement une cogébre, avec le coproduit de déconcaténa-
tion :

(2.3.5) Ala,....an) =Y (a1,...,a;) ® (@ir1, ..., an)

On vérifie sans probléme que cela fait de BA une cogebre différentielle graduée (c’est
la cogebre conilpotente colibre sur ¥ A, d’ou la notation T¢(XA)).

Si A est de plus une algébre commutative, alors BA est encore muni d’une structure
d’algeébre commutative qui en fait une algebre de Hopf différentielle graduée [Mac63;
Frell], le produit shuffle :

(236) (al, R ,ai) L (Gi+17 R ,aH_j) = Z (aaq(l), R ,aaq(i_,_j))
(J’GShi’j
Le foncteur B définit ainsi un foncteur ;& — ¢,n€, que 'on peut donc itérer pour

obtenir un foncteur B™. Il est décrit par FRESSE [Frell].

Remarque 2.3.7. Encore une fois il est pratique de noter les éléments par des arbres. Par

exemple :
12345

((a1,a2,a3), (ag,as5)) = \<)/ € B%A

On peut également définir un G-module T :
(2.3.8) T"™(r) =k (arbres & n niveaux et r feuilles étiquetées par &,)

Le degré d’un élément de T (r) est le nombre de ses sommets (autres que la racine).
On a alors un isomorphisme de modules gradués évident :

(2.3.9) B"A~ P T"(r) ®e, A% =S(T",A)=T"0 A
r=0

Si maintenant A est une 2-algébre de Gerstenhaber, ie. munie d’un crochet de degré 1,
larticle [Fre06] (qui appelle « algebre de Gerstenhaber » ce que nous appelons « 2-algebre
de Gerstenhaber ») décrit un nouveau crochet sur 7¢(X A), appelé crochet shuffle :

Définition 2.3.10. Soit f = (fi,..., fp) et g = (g1,...,94) des éléments de T°(XA). Le
crochet shuffle [f, g] est obtenu de la maniére suivante :

(i) on effectue le produit shuffle de f et g;

(ii) on applique le crochet de ¥ A a chaque facteur f; ® g; apparaissant.

Proposition 2.3.11. La dg-algébre commutative BA munie de ce crochet shuffle est une
algebre de Poisson.

Démonstration. La preuve est exactement identique a celle de FRESSE [Fre(6], si ce n’est
qu’au lieu de définir un crochet de degré —1 sur BA quand A a un crochet de degré 0,
nous définissons un crochet de degré 0 sur BA quand A a un crochet de degré 1. O
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Ce procédé se généralise. Si A est une n-algebre de Gerstenhaber, le crochet shuffle
ainsi défini sur BA est de degré n — 2, et est compatible aux différentielles et au produit
shuffle — c¢’est donc une (n — 1)-algebre de Gerstenhaber. En itérant ce processus :

Proposition 2.3.12. Le foncteur « compleze bar itéré » B"1 définit un foncteur

B! E > poi&

: Gerp, Poi

2.3.13 Homologie de Poisson

L’homologie de Poisson est un cas particulier de I’homologie des algebres sur une
opérade définie dans la section 2.2. Dans l'article [Fre06], une résolution cofibrante
canonique pour les algébres de Poisson est introduite, et le résultat est un complexe

(2.3.14) CPoH(A, M)

a la description « simple » et qui calcule 'homologie de Poisson.
Le module sous-jacent au complexe est M ® BA. C’est un bicomplexe, dont les deux
différentielles sont :

— Le bord de Hochschild b=1® b +bv";
— La différentielle de Chevalley-Eilenberg 9y = 1 ® 9" + 9)”.

La différentielle de Chevalley-Eilenberg est définie via un isomorphisme de Poincaré-

Birkhoff-Witt. Soit e(”) le premier idempotent Eulérien agissant sur T¢(XA) [Lod94;
(1)

Lod89; Pat94; Fre98]. L’application T¢(XA) <, e(DT¢(LA) est isomorphe & la pro-

jection sur le module des indécomposables QT¢(3A) = L¢(XA) pour le produit shuffle,

donc par le théoreme de Milnor-Moore (dual) et celui de PBW, il y a un isomorphisme

(2.3.15) T¢(2A) = S(eMT(TA))

Or par des arguments de propriété universelle, QT(XA) est isomorphe a la cogebre de
Lie colibre L¢(XA) (ol le cocrochet est induit par le coproduit aprés antisymétrisation). De
plus, le crochet shuffle induit un crochet de degré —1 qui fait de g = X1 L¢(XA) = AL¢(A)
une bigebre de Lie. En conclusion,

(2.3.16) T¢(SA) & S(Zg)

ou g est une algebre de Lie. C’est exactement le module sous-jacent au complexe de
Chevalley-Eilenberg de g, que 'on peut donc munir de la différentielle de Chevalley-
Eilenberg 0/, qui se transporte par isomorphisme sur BA. Alors on obtient ainsi un
bicomplexe d’apres un théoreme de FRESSE [Fre06].

En remontant les définitions, on peut décrire 9’ :

(2.3.17) N (e(l)ul W ... LW 6(1)U5> = Z +...W 6(1)[ui,Uj] .. .e(l)dj ..

1<j

ou chaque u; € T°(XA), le crochet étant le crochet shuffle.
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La partie « avec coefficients » 9" se décrit de maniére similaire :

(2.3.18) NG (m ®eMyyw... w e(l)us> = Z +m,eMu] @ ... eMa; ...
O [m, eMu] = {[m’f] u=)
0 sinon

Théoréme 2.3.19 (FRESSE [Fre(06, p. 1.3.12]). Le bicomplexe (M @ BA,b,0y) calcule
[’homologie de Poisson.

La version cohomologique de ce théoréme considére le complexe Hom¢(BA, M) avec
les différentielles b et 9 induites.

2.3.20 Le complexe

La proposition 2.3.12 montre que si A est une Ger,, algebre, alors B" 1A est une
algébre de Poisson. Cela permet de définir une partie du complexe qui calcule I’homologie
de Gerstenhaber :

(2.3.21) CPY(B" 1A k) = (B"A,V + 9))

La différentielle b’ a une description étagée. En effet, b’ : BA — BA fait intervenir a
la fois la différentielle interne de A et le produit de A. Quand on itére la construction
B" 1A, des produits shuffle apparaissent & tous les niveaux. Sur les premiers niveaux,
ils agissent sur les arbres, et mélangent les enfants successifs de chaque sommet ; sur le
dernier niveau, ils multiplient entre eux les éléments successifs ; enfin, la derniere partie
fait agir la différentielle interne a A (avec des signes adaptés. Par exemple (tous les signes
se déduisent de la regle de Koszul) :

1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 2 4 1 3 4 2 31 4 2 341 2
v W = Y + Y + Y + Y + Y
12 3 4 1 2 34
+ \y + w
dl 2 3 4 1 d2 3 4 1 2 d3 4 1 2 3 d4
+ W + \Q + W + W
La partie avec coefficients est différente. En effet, si M est une représentation de la
Ger,-algeébre A, ce n’est pas forcément une représentation (en tout cas pas de manieére
canonique) de I’algebre de Poisson B" ! A. Il est cependant possible de définir b” et dy”
tels que 1 ® b +b" et 1 @ 0\' + 0)” soient des différentielles et forment un bicomplexe.

Sia € B" 1A, on définit R, 1a=>.d ®a’ € A® B" 1A comme étant la somme,
pour chaque sous-arbre de dernier niveau, du premier (resp. du dernier) élément du
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sous-arbre tensorisé avec ’arbre ot 'on a enlevé le premier (resp. le dernier) élément
du sous-arbre (voir la section 4.3.1 pour une définition précise). On définit alors (a; €
B" YA u; € B"A)

b"(m@(al,...,as))zz Z taim® (...al...)
t Rp—1(a;)

A"(meeVuy .. weMuy) = Z Z +[m,ul] @ (... eMull )
. Rp—1(u;)

(2.3.22)

Cette action ne fait pas de M une représentation de Poisson de B"!A : elle n’est pas
compatible avec le produit shuffle, par exemple. Néanmoins, le module M ® B"™ A muni
deb=1@b +b" et 0y =1®0) + 0y, est un bicomplexe. Les calculs sont identiques &
ceux de FRESSE [Fre06] ; le seul point a vérifier est que b et e commutent, ce qui sera
fait dans la section 4.3.13. On note

(2.3.23) CPH(B™ M, A)
le complexe ainsi défini. On note également

(2.3.24) 5o (B" 7'M, A) = Homyy,, (4)(C2H(B" ' A, Uger,, (A)), M)

Poi

ol Uger,, (A) est I'algebre enveloppante dans la catégorie g, €. Les homologies de ces
complexes sont notées respectivement HF*(B" 1A M) et Hi ;(B" 'A, M) (méme si M

Poi
n’est pas une représentation de Poisson de B"~!A). Le chapitre 4 contient une description

explicite des différentielles en termes d’arbres. Nous allons prouver :

Théoréeme A. Soit A une Ger,-algébre et M une représentation de A, alors :

HYPH(B"1A, M) = 5" UHE™ (A M) Hyoy (B™ 1A, M) = 5" Hg,, (A, M)
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3 Validation de la construction du complexe

Le but de ce chapitre est de montrer que le complexe
(CEOi(Bn71A7 M)? b+ a/\)

défini précédemment calcule ’homologie de Gerstenhaber HS*n (A, M), et de méme pour
la cohomologie.

3.1 Cas des coefficients triviaux

Nous commencons par considérer le cas d’une algebre libre et de coefficients triviaux.
Soit A = Ger,, o X, alors d’aprés le théoréme 1.4.8, A = S(L17"L(¥"~1X)). 1l faut donc
calculer I’homologie du complexe total associé au bicomplexe :

(3.1.1) CPH(B" 1A k) = (B"A,V,0))

La suite spectrale associée au bicomplexe converge vers ’homologie que nous cherchons
a calculer (c’est une suite dans le premier quadrant, 'anneau de base est un corps).

La page E° de la suite spectrale est le méme module muni du bord de Hochschild :
(B™A,V'). D’aprés FRESSE [Frell, Proposition 6.3], 'homologie de ce complexe est
Bl = S(SL(X" X)), et il est muni de la différentielle induite par 0. Montrons que cette
différentielle induite est (a suspension pres) la différentielle du complexe de Chevalley-
Eilenberg de L(X"1X).

La différentielle induite est définie de la maniere suivante. Il y a un quasi isomor-
phisme [Frell] :

(3.1.2) V:S(SL(Z"1X)) — B"A

Posons g = X' L¢(XB" ! A). Le diagramme commutatif suivant définit 0y’ sur B"A
et donc d sur E' :

CE
S(xg) ——— S(Xg)
| |
(3.1.3) B A % B"A

V]~ v]~

S(SL(Z1X)) —4 S(SL(Z"1X))

Soit Wl le produit shuffle sur B"A. v et V sont des morphismes d’algebre. Soit
r1,...,7s € LL(X"1X), nous voulons donc calculer d(z . .. zs). Soit 7; = V(z;) € B"A :
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c’est I’élément de B™A qui correspond a un arbre a une feuille, x; vu comme un élément
de A (apres suspension).

(3.1.4) V(zy...25) =T W ... LU T

(3.1.5) NV (y...we) =Y FEw...y [y @),y ()] .. Wi

Mais v [Yy1(Z;),71(Z;)] = [i, z;]. En effet sur les arbres & une feuille toutes les ap-
plications préservent le crochet, e!(f) = (f), et g — B" ' A est un morphisme d’algebres
de Lie. Le dernier élément dans I’égalité précédente est donc égal & V(6°F (1 ... x5)),
d’ot1 nous concluons d = §¢F.

Le complexe de Chevalley-Eilenberg d’une algebre de Lie libre est acyclique, donc la
suite spectrale dégénere au rang 2 et finalement :

(3.1.6) HPH (B 1Ak) = 2" X

Or d’apreés le lemme de FRESSE [Fre06, §1.2.7] adapté au cas gradué, on trouve
(A est une algébre de Gerstenhaber libre) Qg (A) = Uger, (A) ® £X. En particulier

Gerp,

K @45y, (4) Qer, (4) = XX D’ott le résultat voulu :
Proposition 3.1.7. Il existe un quasi-isomorphisme :

CPY(B" 1A k) = (B"A,d) & S"X 2 2" 10, (A) Oler,, (4) K

3.2 Cas M = Ugeyr, (A) et A libre

On consideére toujours le cas A = Ger, o X libre sur X. Construisons un quasi-
isomorphisme de Ugey, (A)-modules, naturel en A :

(3:2.1) O(A) = CPH (B A, User, (A)) = "0l (A)

3.2.2 Définition du morphisme

Soit m: B"A — 3" A la projection sur les arbres a une seule feuille. C’est un morphisme
(de dg-modules différentiels gradués) naturel en A. Le morphisme LA — Qg (4),
Ya — da est également naturel en A. La composition de ces deux morphismes donne un

morphisme B"A — " 1Q¢ . (A) qui induit finalement un morphisme :

(3.2.3) ¢ : CP°H(B" 1A, Uger, (A)) = B"A ® Uger, (A) — X104

Gerp

(4)

Montrons que ce morphisme est un quasi-isomorphisme pour toute algebre libre
A = Ger, o X. Dans ce cas Uger, (A) ® X = Q. (A) comme Uger, (A)-modules, via
I'isomorphisme a(u ® Yz) = u - do. 11 suffit de montrer que ¥ = a~1¢ est un quasi-

isomorphisme.
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Proposition 3.2.4. Le morphisme ¢ (de maniére équivalente, ¢) envoie la différentielle
d sur zéro et définit donc un morphisme de dg-modules.

Démonstration. Soit a € B"A, u € Uger, (A). Un examen de b(a ® u) montre que
¢(b(a ® u)) = 0, sauf éventuellement si a a exactement deux feuilles, et que ces deux
feuilles sont dans le méme sous-arbre de dernier niveau (ie. a = ( . (al, (12), .. ) avec
ai,az € A). En effet, dans le cas contraire, tous les arbres qui apparaissent ont au moins
deux feuilles, et sont envoyés sur 0 par 7. Dans ce cas, nous avons alors, aux signes pres :

(3.2.5) d(bla®u)) =u-d(ara2) + a1u - daz + agu - day

Et donc le résultat est nul (d est une dérivation par rapport au produit).
De la méme maniere soit ¢’ :

(3.2.6) ¢ S(e'T(EB" 1 A)) ® Uger, (A) — " 104, (A)

Gerp
Et de méme ¢/(0)(z ® u)) = 0 sauf éventuellement si z = e%(ay,a,) ol ay,a, € B" 1A
ont exactement une feuille chacun (notées respectivement aj, as). Dans ce cas, aux signes
pres :
(3.2.7) ¢ (Ox(€*(ay,ay) @ u)) = [u,a1] - dag + [u, ag] - day + u - d[ay, as)

Or d est une dérivation par rapport au crochet, et [u,a]-db = u-[a, db]. Donc le résultat
est nul. O

3.2.8 Définition de la filtration et de la suite spectrale
Il y a une graduation en poids sur Uger, (4) pour A = Ger, o X venant de [Fre09, §4] :

(3.2.9) User, (A) = Gerp {1} o X = P Gery(r + 1) @, X
r=0

La notation M{1} désigne la désuspension d’'un S-module : les éléments d’arité
r + 1 passent en arité r. S, agit sur M (r + 1) via Uinjection &, — &, induite par

{1,...,7} —={1,...,7 + 1} (la « derniére variable » reste fixe). Par la suite on appellera
r « Varité en X » dans Uger,, (4).
De maniére informelle, Ugey, (A) est engendré par des mondmes p(z1,...,z,,) pour

p € Gery(r+ 1), x; € X et - est une variable supplémentaire de position représentant
laction de A sur une représentation. Par exemple u(z,-) € Uger, (A) est ’élément de
Uger, (A) qui agit sur les représentations de A par multiplication & gauche par z, idem
pour [z, -].

Cette graduation en poids induit une filtration décroissante sur Uger,, (A4) :

(3.2.10) Fler, (A) = @ Gern(r + 1) ®s, X"

r=s

Ce qui induit une filtration sur le module
(3.2.11) C(A) = CP°*(B" ' A, Uger, (A)) = B"A @ Uger, (A)
donnée par FsC(A) = B"A ® Fllger, (A).
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Proposition 3.2.12. La différentielle d = b+ 0y est compatible avec la filtration FsC(A).

Démonstration. La composante « sans coefficients » b’ ne touche pas a la partie en
Uger, (A) donc laisse la filtration inchangée. Si a € B"A,u € Uger, (A), alors b’ (a ® )
est de la forme Y a’ ® a”u, o le poids de a” € A en X est strictement positif. Donc b”
augmente (strictement) la filtration, en particulier " (FsC(A)) C Fy41C(A) C FsC(A).
De méme soit C(A) & S(L4(XB" ' A)) @Uger, (A) muni de la méme filtration. La partie
9)' de la différentielle ne touche pas a la partie Uger, (A) donc laisse la filtration inchanggée.
Size S(LY(XB"A)) et u € Uger, (A), alors 3" (z®u) est de la forme Y 2’ ®[2”, u] pour
2" € A de poids en X strictement positif, donc 9,” augmente strictement la filtration. [

Cette filtration induit donc bien un complexe filtré (F.C(A),d). Soit (E"C(A),d") la
suite spectrale associée.

Rappelons que ¥(a ® u) = ' (u-d(ra)). La filtration sur "X ® Uger, (A) est encore
la filtration induite par celle sur Uger,, (A).

Proposition 3.2.13. ¢ est compatible avec les filtrations :
,(/](FSC(A)) C EnX ® FsuGern (A)

Démonstration. Soit a®u € FsC(A), montrons ¢(a®u) € X" X ® Fslger, (A). Sima =0
alors c’est clair. Sinon, a est un arbre & une feuille, notée a. Par récurrence sur le poids
en X dea:

— Sia =z est un mondéme en X, alors ¥(a ® u) = z ® u et la filtration est respectée.

— Si a = bc est un produit ot b et ¢ ont des poids strictement positifs, alors

P(be @ u) = u - d(be)
=u- (db)e+ u - b(de)
= (uc) - db + (ub) - de
= d(c® ub) + (b ® uc)

(3.2.14)

On peut donc appliquer 'hypothése de récurrence.

— Le cas a = [b, ] est identique (d est aussi une dérivation par rapport au crochet). [J

Le morphisme 9 envoyait de plus la différentielle de C'(A) sur la différentielle de

"X ® Uger, (A), & savoir zéro. Soit E*(Qg.,, (A)) la suite spectrale (triviale) associée a

Y" X ® Uger,, (A). Alors ¢ induit un morphisme de suites spectrales :

(3.2.15) Y1 E*(C(A)) = E*(Qger, (A))

3.2.16 Calcul de E'C(A)

D’apres les définitions,

(3.2.17) E%C(A) = F,C(A)/Fs;1C(A) = B"A @ Uger, (A)®)
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otl Uger, (A)) est le sous-module de Uger, (A) constitué des éléments ayant une arité en
X exactement égale a s.

Par ce qui précede, la différentielle d° est égale a la différentielle d’ agissant sur B"A,
ie.

(3.2.18) E°C(A) = (B"A,d') @ Uger, (A)

(la partie d” augmente strictement l'arité en X, donc arrive dans Fyy1C(A)). Nous
sommes donc réduits au cas sans coefficients. Par la section 3.1, nous obtenons donc :

(3.2.19) F'C(A) 2 2"X @ Uger, (A)

Gréce au calcul de H.(B"A,d'), ¥ induit I'identité sur X" X ® Uger, (4). En effet, la
partie b’ de la différentielle consistait & remonter V, donc en fait & projeter sur les arbres
a une feuille. La partie 0, utilisait I’acyclicité du complexe de CE d’une algebre libre,
donc gardait uniquement la composante linéaire. C’est exactement la description du
morphisme .

Le morphisme de complexes filtrés ¢ induit donc un isomorphisme E'C(4) =
E'(Qer, (A)), donc [McCO01, Theorem 3.4] il induit un isomorphisme sur toutes les
pages suivantes. Or E*(Qq;, (A)) est triviale, donc E"C(A) dégénére au rang 1, et donc
ElC(A) = E*C(A). Finalement :

Proposition 3.2.20. Le morphisme v induit un isomorphisme sur les pages E> des
suites spectrales.

3.2.21 1) est un quasi-isomorphisme

Reste & voir que cela implique que v est un quasi-isomorphisme. Rappelons (2.3.9) que
B"A =@ T"(r) ®s, A®" =T" o0 A ou T" est le G-module des arbres & n niveaux.
Comme A = Ger,, o X, on a alors :

(3.2.22) B"A = (T 0 Ger,)(r) @s, X"
r=0

Il y a une graduation en poids sur B"A (qui correspond encore a l'arité en X) :
(3.2.23) (B"A)) = (T" o Ger,,) (i) ®s, X®'

La graduation totale en poids (en X) sur C(A) (ot Uger, (A)9) a été défini précédem-
ment) est donc :

(3.2.24) C(A)® = P (B"4)Y @ User, (4)Y)
i+j=k

Soit F,C(A)*) = C(A)*) N F,C(A). En reprenant la preuve de la proposition 3.2.12,
on voit que d préserve le poids total en X (dans la preuve, le poids de a est égal a la
somme des poids de @’ et a”, de méme pour z). Il y a donc un scindage du module
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différentiel gradué filtré C'(A) en C(A) = @, C(A)*). De méme pour "X ® Uger, (A),
et 1 est compatible avec ce scindage (méme preuve que la proposition 3.2.13) :

1 induit toujours un isomorphisme sur les pages E' des suites spectrales associées. Or
la filtration sur C(A)*) est bornée : Fj11C(A)*) = 0. Donc d’aprés MCCLEARY [McCO1,
Theorem 3.5], 1 est un quasi-isomorphisme C'(A)*) =5 (£ X ® Uger, (A))*), et ce pour
tout k. Comme H,.(C(A),d) = @, H.(C(A)*) d) (la graduation est compatible avec la
différentielle donc la suite spectrale est scindée), on obtient finalement :

Proposition 3.2.25. Pour toute algébre libre A = Ger, o X, il y a un quasi-iso-
morphisme :
(3.2.26) ¥ CEY(B" A Uger,, (A)) =5 "X @ Uger, (A) 2 2" 104, (A)

3.3 Passage aux algebres cofibrantes

Considérons pour le moment & = C la catégorie des dg-modules. La catégorie ¢o, & des
Ger,-algebres est munie de la structure de catégorie modele définie par FRESSE [Fre(9,
§12.3] ; en particulier les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes.

Nous disposons de deux foncteurs g, & — € :

(3.3.1) C(A) = C*(B" ' A, Uger, (A)) = (B"A ® Uger, (A), d) ger,, (4)

Et d’une transformation naturelle définie par I’équation (3.2.3) pour toutes les Ger,,-
algebres :

(3.3.2) C —2 vtk ()

Proposition 3.3.3. Cette transformation naturelle induit un quasi-isomorphisme pour
toute Ger,-algébre cofibrante A :

C(A) = I" Qger,, (4)

Démonstration. La section 3.2 montre que ¢ est un quasi-isomorphisme pour toute
algebre libre A Alors la théorie générale de FRESSE [Fre09] implique que ¢ donne un
quasi-isomorphisme pour toute algébre cofibrante A € ger,, € de la maniere suivante :

La construction du foncteur C est valable dans n’importe quelle catégorie monoidale
symétrique £ au-dessus de C (voir la section 5.3), et elle est induite par un Ger,-module &
droite. Ce module est C'(Ger,,), ou Ger,, est vu comme une Ger,-algebre dans la catégorie
des Ger,-modules & droite. En d’autres termes :

(3.3.4) C(A) = C(Gery,) oger,, A

1

Il est montré dans FRESSE [Fre09] que le foncteur Qg,,

Ger,-module a droite, a savoir Qéern (Gery) € &er,, :

(-) est représenté par un

(3.3.5) 0

Gery,

(4) = %

Gery,

(Gery,) oger, A
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Donc si A = Ger,, o X est une Gery-algebre libre, on obtient alors :
(3.3.6) C(A) = C(Gery) o X Qger, (A) = Qe (Gery) 0 X

La section 5.3.4 montre qu’il existe toujours un quasi-isomorphisme dans ce cas (la
section 5.3.4 n’utilise pas le reste de la section actuelle) :

(3.3.7) C(Gery) o X = Q4

Gery,,

(Gery) o X

Ceci est valable pour tout X € &£, pour toute catégorie monoidale symétrique &
au-dessus de C. En particulier cela s’applique & € = M, X = I, et on a ainsi un

quasi-isomorphisme C/(Ger,) = X" 10§, (Gery).

Alors le théoreme 15.2.A(a) de FRESSE [Fre09] montre ce quasi-isomorphisme induit
un quasi-isomorphisme :

(3.3.8) C(A) = xnlog

Gerp

(4)

pour toute Ger,-algebre cofibrante A (le corps de base est de caractéristique nulle, donc
les modules & droite impliqués sont bien G-cofibrants et le théoréme s’applique). O

3.4 Coefficients quelconques

3.4.1 Résolution cofibrante

Soit A € 4., € une algebre quelconque, et soit p: Q4 = A une résolution cofibrante
de A. Il y a donc un quasi-isomorphisme

(3.4.2) ¢:C(Qa) = X" ' Qper, (Qa)

Le foncteur d’extension des scalaires Uger, (A) @iy, (@4) * Préserve les quasi-iso-
morphismes entre modules cofibrants sur Uger, (Q4) (c’est un adjoint de Quillen & gauche).
Le module Q.. (Qa) est cofibrant sur Uger, (Q4) d’aprés FRESSE [Fre09, §13.1.9].

Proposition 3.4.3. Le module C(A) est cofibrant comme Uger,, (A)-module pour toute
Ger,-algébre A.

Démonstration. C(A) = (B"A ® Uger, (A),d) est quasi-libre (on travaille sur un corps
donc B™A est bien libre sur k) donc c’est bien un Ugey, (A)-module cofibrant. O

Donc ¢ induit un quasi-isomorphisme entre modules cofibrants sur Uger,, (A) :

(3.4.4) CIMN(B" ' Qa, User,, (A)) = Qper,, (Q4) Ougeer, (©.4) User,, (A)

Proposition 3.4.5. Il y a un quasi-isomorphisme :

O (B Qu, User, (A)) =5 CPH (B A, User, (4))
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Démonstration. Définissons la filtration croissante sur CP°(B" 1A, Uger, (A)) = C(A) =
(B"A ® Uger,, (A),d) :

(3.4.6) F,C(A) = @ T"(r) @ A®" @ Uger, (A)
r=0

Cette filtration est compatible avec les différentielles (elles diminuent ou laissent
constant le poids en A dans B"A). Soit E*C(A) la suite spectrale associée.

Posons Cg(A) = CPY(B"1Q 4, Uger, (A)) = (B"Qa @ Uger,, (A), d), muni d’une filtra-
tion similaire. Alors le morphisme Cg(A) — C(A) induit par p est compatible avec les
filtrations (il ne change pas la structure des arbres). Il est également compatible avec
les différentielles : c’est par définition p qui donne l'action de Q4 sur Uger, (A). Donc p
induit un morphisme de suites spectrales E*p : E*Cq(A) — E*C(A).

Par le lemme 3.4.8, Ep est un quasi-isomorphisme, donc p induit un isomorphisme
au niveau des pages E'. Or 'anneau de base k est un corps de caractéristique nulle,
et il s’agit d’une suite spectrale dans le premier quadrant, donc d’apres les théoremes
généraux sur les suites spectrales [McCO01], p induit un quasi-isomorphisme :

(3.4.7) CPY (B 1Q A, Uger, (A)) = CP°H(B" LA, Uger, (A)) O

Lemme 3.4.8. Soit s fizé, alors le morphisme EVp : (E2Cq(A),d%) — (E9C(A),d?) est
un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On a :
(3.4.9) E2C(A) =2 T"(s) @ A®® ® Uger, (A)

Il y a une graduation sur 7"(s) par le nombre de nceuds : soit 7" (s, ) le sous-module
de T™(s) engendré par les arbres ayant exactement v nceuds. Par exemple

12345

(3.4.10) \</ € T?%(5,3)

Alors
r—1
(3.4.11) T"(s) = P T (s,v)
v=0
Cela induit la filtration bornée suivante sur E?C(A) (et de maniére similaire pour

Qa) :
(3.4.12) Fo (BC(A)) = @B T(s,V) @ A®® @ Uger,, (A)

V' <v

On vérifie sans problémes que cette filtration est respectée par d°, et soit (£*,0*)
(respectivement (52‘2,56)) les suites spectrales associées. Le morphisme E%p respecte
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également la filtration (et la différentielle), donc il induit un morphisme entre les suites
spectrales 55 — E*.

On a £) = T"(s,v) ® A®® ® Uger, (A). Par un calcul immédiat (les autres parties de la
différentielle diminuent strictement le nombre de nceuds), pour ¢ € T"(s,v), a; € A et
U € Uger, (A) :

(3.4.13) 50(t®a1®...®as®u):t® (Zim@...@dai@...@as) Qu

(2

Comme k est un corps, la formule de Kiinneth implique (et de méme pour Q4) :
(3.4.14) EL =T"(s) @ Ho(A)®® @ Uger, (A)

Or p est un quasi-isomorphisme, donc E%p induit un isomorphisme au niveau des pages
EL. Les filtrations F sont bornées (c’est le point important), donc

(3.4.15) E%: (E0Cq(A),d?) — (EOC(A), d2)
est un quasi-isomorphisme. O

Proposition 3.4.16. Il y a un zigzag de quasi-isomorphisme entre modules cofibrants
sur Uger,, (A) :

CEOi (anlA, Z/{Gern (A))
C}:Oi (BnilQAv MGern (A))

~

En_lQéern (QA) ®ucern (QA) Z/{Gern (A)

3.4.17 Coefficients
Soit M une représentation de A. Les deux foncteurs
(3418) M ®Z/{Gern (A) Homucern (A) (-, M)

préservent les quasi-isomorphismes entre modules cofibrants sur Uger,, (4) (ce sont des ad-
joints a gauche de Quillen). En appliquant ces foncteurs au zigzag de la proposition 3.4.16,
les modules suivants sont quasi-isomorphes :

CPH(B" 1A, M) ~ 5" 0%, (Q4) @, (@) M
C* (Bn_1A7 M) =~ Homu(}ern (QA) (Zn_lQéern (QA)7 M)

Poi

(3.4.19)

Par définition, les complexes de droite calculent respectivement 1’homologie et la
cohomologie de Gerstenhaber. Le calcul de I’homologie de ces complexes donne alors :

Théoréeme A. Soit A une Ger,-algébre et M une représentation de A, alors :

HEY(B" ' A, M) = S" T HE ™ (A, M) Hyoy(B" A, M) = 5" HE,, (A, M)

Poi Gery,
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4 Extension de la construction du complexe

Soit A une Ger,-algeébre (dans la catégorie des dg-modules) et M une représentation
de A. Nous avons défini un complexe qui calcule Hg,, (A, M) :

* (B"YA, M) = (Home(B"A, M), d)

Poi

Dans ce chapitre, nous étendons cette construction & un cas plus général, celui des
bimodules abéliens sur Ger,,.

4.1 Bimodules abéliens

Définition 4.1.1. Soit A, M € C deux objets dans une catégorie monoidale symétrique.
Le 6-module des morphismes End4 js est :

Enda pr(n) = Home(A®™, M)

En particulier, si M = A, alors Endy 4 = Endy4 est une opérade. En regle générale ce
ne sont pas des endomorphismes, malgré la notation.

Définition 4.1.2. Un bimodule abélien (aussi appelé bimodule infinitésimal par cer-
tains auteurs) sur une opérade P est un &-module M muni de deux familles d’opérations :
oj : M(n)®@P(m) - M(n+m—1)

0; :P(n) @ M(m) - M(n+m—1)

vérifiant des propriétés d’associativité, d’unitalité et de compatibilité.

Un P-bimodule abélien est automatiquement un module & droite sur P (en posant
m(&r, ..., &) = ((moy &) op 41 £€2) Opy+ry+1 - - ), Mais ce n’est pas nécessairement un
module & gauche sur P ( <= P-algebre).

Proposition 4.1.3. Si A est une P-algébre et M est une représentation de A, alors
End g as est un P-bimodule abélien.

Démonstration. Les morphismes de structure sont définis, en notation point par point,
par (f € Enda a,p €P) :

(foip)at,...,anym-1) = flat,...,p(ai, ..., Gixm—1),- - Gnym—1)

(4.1.4)
(p Oy f)(a17 e ’anerfl) — p(a].) .. '7f(ai) .. 'aai+m71)7 L) 7an+mfl)
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Remarque 4.1.5. Cette proposition a une réciproque. On remarque dans la premiere
formule que la structure de P-algebre sur A induit automatiquement une structure de
P-module a droite sur End 4 57 ; ¢’est uniquement dans le deuxieme morphisme de structure
que la représentation M de A intervient.

Soit donc A une P-algebre, alors une structure de A-représentation sur M est exactement
équivalente a une structure de P-bimodule abélien sur End 4 ps qui étend la structure de
P-module a droite induite par A. La proposition fournit I'une des implications. Dans
I'autre direction :

0; :P(r)® Endam(0) — Endgum(r—1)

———
Homg (A®O,M)%M

<= P(r) ®s,, (A@...@ M ®...®A> — M

)

qui donnent le morphisme de structure P o (4; M) — M voulu (les axiomes de bimodule
abélien impliquent que le morphisme vérifie toutes les propriétés voulues).

4.2 Idée du chapitre

Quand A est une Gery,-algébre et M une représentation, on dispose d’une différentielle
d = b+ 0y sur Hom¢(B" A, M), ce qui est équivalent, par adjonction (cf. (2.3.9)), a une
différentielle d sur Homp (7", End ar), ot T" est le G-module des arbres de hauteur n.

On dispose en fait de cette différentielle pour chaque structure de bimodule abélien
sur End g ps.

Le but est de définir une différentielle dy = d = b + 0y sur Hompa (71", Z) et ce pour
tout bimodule abélien Z sur Ger,,, et qui se spécialiserait dans le cas Z = End ys en
celle sur C s (B"'A, M). Le résultat est un complexe :

(4.2.1) C(Z) = (Hompm(T", Z),b + 85)

La différentielle est en quatre parties : b, 9)/, b, 9)” qui correspondent au bord de
Hochschild et a la différentielle de Chevalley-Eilenberg, sans et avec coefficients. Nous
allons les définir une par une.

Définition 4.2.2. Un cas particulier important est le cas ou Z = P est une opérade et
ou la structure de bimodule abélien provient d’un morphisme ® : Ger,, — P (en effet
dans ce cas, P est un bimodule sur Ger,,, et on dispose de 'unité n : I — P, donc c’est un
bimodule abélien 1). Dans le cas P = Endy ou A est une Ger,-algebre, on retrouverait
alors le complexe C,; (B" 1A, A). Ce complexe est alors noté :

C@(P) = (HomM(T", P),b+ 8,\)

1. En général un Q-bimodule X n’est pas nécessairement un Q-bimodule abélien : il faut que X (1)
contienne I'unité pour Uinjecter dans v : Q(r) @ X (k1) ® ... @ X (kr) = X (O ks).
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4.3 Définition des différentielles

4.3.1 Bord de Hochschild

Sans coefficients

Soit @ € Hompa(T™, Z) et t € T™(r), on veut donc calculer (b'c)(t).
On a la relation 7" = T" 1 o T, Soit d; la différentielle bar itérée agissant sur 77!,
On va écrire (b'a)(t) comme une somme :

(4.3.2) (b'a)(t) = a((d1 o id)t) + (520)(t)

Soit k[Z] = k[u, u~!] Ialgebre du groupe Z, dont on note k := u* (k € Z) les générateurs.
On va définir par récurrence F,, : T"(r) — k[Z]®@T™(r —1), qui va consister a « fusionner »
deux arétes successives et a garder la position de la fusion.

— Danslecasn=1":

Lot =i 1 o i1 wm

— Soit t = (t1,...,ts) € T (r),t; € T™(r;), > ri = 7. Soit Fy(t;) = >t Let].
Alors on définit : o

(4.3.4) Fop(t) =) vt k| @ttt
J (tj 1<J
Exemple 4.3.5.

1 2345 1 345 1 245 1 2 3 4

(N Y =1 XY v2e N +ae N )
On définit alors, si t € T"(r) et Fi(t) = 3 ) K @ t"
(4.3.6) (020)(t) = a(t") oy m

Exemple 4.3.7. Au lieu d’écrire le oom, il est directement mis dans ’arbre :

1 2345 1 2345
(b ) \<)/ =« \'/ + a(autres shuffles (123;45))
m(1,2) 3 4 5 1 m23) 4 5 1 2 3 m(45)

+a \<)/+a\<)/+a\</
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Coefficients

On va définir par récurrence Ry, : T"(r) — k[Z] @ T"(r — 1). Ce morphisme correspond
a retirer soit le premier, soit le dernier noeud de chaque sous-arbre de dernier niveau, et
a donner son numéro dans l’arbre.

— Danslecasn=1":

r 1

(139 m(N) =1 NS e NG

— On définit R, a partir de R,, de la méme manieére que 'on définit F,,; & partir
de F,.

Exemple 4.3.9.

1 2 3 45 2 3 4 5 1 2 4 5
R \\(;)/ =1® x<;y +3® yg)/
1 2 3 5 1 2 3 4

+4® \</ +5® \</

Soit Rt = E(t) K @t". Soit ; la permutation définie par

1 2 n
131 = ;
(4:3.10) K (z 1. n>

On définit alors :

(4.3.11) (" a)(t) =) (mw)sm oz B(t")
()

Exemple 4.3.12.

1 2345 2 3 45 1 2 45
(b") \<)/ =moy« W +mog W

1 2 3 4 1235

s [ N Jomen [ N

4.3.13 Annexe : b et ¢! commutent

On revient a la définition homologique (la preuve cohomologique est similaire). On
veut prouver b(id ® e') = (id ® e!)b (voir LODAY [Lod89] et FRESSE [Fre98; Fre(6]
pour la définition et les propriétés de e'). Le fait que b'el = e'd’ ne dépend pas des
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coefficients, donc cela découle des preuves de l'article de FRESSE [Fre06] (vu que B 1A
est effectivement une algebre de Poisson — c’est la représentation qui pose probleme).

Il reste donc & démontrer b”(id ® e!) = (id ® e')b”. On fait le cas n = 2 pour simplifier,
mais le cas général est identique (le point important (4.3.15) reste valable). On a (ou *
est le produit de convolution, tout est bien défini par nilpotence des cogebres) :

4.3.14 L' —Jog (id — —wﬂ'd— *k
(4.3.14) e’ =log, (i 776)—2 ’ (id —ne)
k=1

On note W le produit shuffle. Soit t® a = z ® (al,...,as) € A® B?A,a; =
(a1 ...,afi) € BA. Alors :

77

el(al,...,as) = (al, ,as)
_%((al) W (ag, ., as) + .o+ (a1, ..., a6 1) W (as))
%(( 1) W (az) W (ag, .. as) +..) + -

Si a € BA, on note a’ le méme élément sans la premiére coordonnée, et a” sans la
derniére coordonnée (si a = () ou a = (a'), alors o’ = a” = 0).

b (z Za 2@ (..., Z,..)+a r@(...,af,...)
(1® e (z Za x®e e z,..)—i—a x®e(.., ;’,...)

(1®e! )(x@g):mm

_%x@)((al)LLI(ag,...,as)+--~+(a17~~-7as—1)|‘|‘| (as))

1

3

D’autre part un calcul direct montre que (avec les mémes notations) :

bV'(z @ (al,...,as) L (bl,...,bt))
:Za}x@(al,...,a;,...,as)I_Ll(bl,...,bt)
+Za 'r® al,... ,...,as)LLl(bl,...,bt)
(4.3.15)
+Zb§x®(al,...,as)Lu(bl,...,b;,...,b)
+ 3 b7a @ (a1,... a5) W (by,...bY, .. by)
j=1

= (1@ (ewb)b'(z®@a)+ (1@ (aw )b (zb)
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Par récurrence une formule similaire est valide avec d shuffle produits. On en déduit im-
médiatement la relation voulue. Celle-ci permettra par la suite d’obtenir la commutativité
de b et 0y (exactement comme dans l'article [Fre06]).

4.3.16 Différentielle de Chevalley-Eilenberg

Grace a lisomorphisme B"A = S(L¢(XB" !A)) pour tout A, on peut déduire un
isomorphisme (& suspension pres) de G-modules « : T" =, Como sLie®o T ! ou :

— Com(r) = k est 'opérade des algébres commutatives ;

— s est la suspension opéradique ;

— Lie(r) = 7e!T7(r) = im(e! : TY(r) — Tt(r));

— el est I'idempotent Eulérien agissant sur T! = T¢(3k).

Un élément typique de Como Lie®o T™ !(r) s’écrit donc el(t1)...el(ts), ou t; € T™(ry)

ety ri=r.

1l sufﬁt donc de définir 9,8 sur Hom (Com o Lie® o 7"~ 1, Z) et ensuite de poser
ha = (o) or.

Sans coefficients

On définit 9, par :

(4.3.17) 0B (1) .. e (ts) = S Ble (1) ... eMftity). .. e (ts)) o2 A

1<j

ot [t;,t;] est le crochet shuffle itéré dans 7"7!; on insere un A & Uendroit ou il y a
un crochet de dernier niveau dans le crochet shuffle (cf. la définition 2.3.10 du crochet
shuffle).

Exemple 4.3.18. Au lieu d’écrire le o7\ il est directement mis dans I’arbre :
y 1123 45 1/ 67 809 B
wo(¢ (N2 V)2 (V)
gla| 123 45 67 809
RN R VA AV AV
123 45 67 89| (123 4 5 67 89+
NNV VNV TN VNV

45 67| 456 7
AVARRR VAN

[4.6] 5 7 4 6 [5,7]

+ \V + v +-..
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Avec coefficients

La définition est similaire a celle de b”. On note R,,_1u = E(u) k' @ u”. Pour définir

8~,\/6(el (t1)...e'(ts)), on fait la somme sur chaque terme e't ol t = (u) est de poids 1
(u € T™ 1) des

(4.3.19) D (k) og (e'(tr) .. el ((u")) ... e (ts))
(u)

Les termes du type e't o le poids de ¢ est > 1 sont envoyés sur zéro.

Ezemple 4.3.20.
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5 Lien avec le complexe de déformations

Nous avons construit un complexe Cg(P) qui généralise le complexe Cy i (B" 1A, A).
Dans ce chapitre, nous montrons que ce complexe (tronqué) est quasi-isomorphe au

complexe de déformations Def(Ger,, 2, P).

5.1 Dualité de Koszul

Certaines opérades particulieres, les opérades de Koszul, ont des résolutions cofibrantes
« minimales » explicites. C’est le cas de beaucoup d’opérades classiques, telles que Ass,
Com, Lie... C’est une notion due & GINZBURG et KAPRANOV [GK94] et GETZLER et
JONES [GJ94] pour les opérades quadratiques binaires et & GETZLER [Get95] et MARKL
[Mar96] dans le cas quadratique général. On peut trouver des références chez LODAY et
VALLETTE [LV12] et FRESSE [Fre04].

Définition 5.1.1. Une donnée quadratique opéradique est un couple (E, R) ou
E e Met RC O(E)@q), ot O(E) est U'opérade libre sur £ et O(£) () est sa partie de
poids 2. Les éléments de E sont les générateurs, ceux de R les relations.

Une donnée quadratique induit une opérade définie par générateurs et relations
P(E,R) = O(E)/(R). C’est le cas de Ass, Com, Lie, Poi et Ger,. Une telle donnée
quadratique induit aussi une coopérade, c’est-a-dire un comonoide interne & (M, o, I).
Les coopérades ont une description point par point similaire a celle des opérades. La
coopérade en question P°(E, R) est définie comme le noyau de O°(E) — Q°(E))/R.

Définition 5.1.2. Soit P = P(E, R) une opérade quadratique. La coopérade duale de
Koszul P! est :
Pl = P°(ZE, ¥?R)

L’opérade duale de Koszul P' est donnée, ott Q* correspond & opérade duale & une
coopérade Q*(n) = Q(n)*, par :
P = (Pi[-1])

On peut également définir 'opérade duale de Koszul a une coopérade, et alors (Pi)i = P.

Définition 5.1.3. Soit P une coopérade coaugmentée, et P¢ son coidéal de coaugmenta-
tion. La construction cobar de P¢ est 2P° est une opérade augmentée :

QP° = O(F7[1))

munie d’une différentielle induite par la cocomposition de P€.
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La construction cobar d’une coopérade mime la construction cobar des cogebres, qui
est elle-méme le dual de la construction bar des algebres associatives que nous avons vue.
La théorie générale montre qu’il existe une application canonique QPi — P induite par
un morphisme de torsion — voir LODAY et VALLETTE [LV12].

Théoréme 5.1.4. Quand P est une opérade de Koszul, le morphisme QQPi — P est un
quasi-isomorphisme. L’opérade QP! est cofibrante.

Ezemple 5.1.5. Les opérades Ass, Com, Lie, Poi et Ger, sont toutes des opérades de
Koszul. La table 5.A récapitule les (co)opérades duales de Koszul pour ces opérades. Le
fait que Lie' = Com, par exemple, constitue un début d’explication du fait que I’homologie
des algebres de Lie est 'homologie de Chevalley-Eilenberg (qui fait intervenir une algebre
commutative libre).

!

P pi P

Ass  Ass*[1] Ass

Com Lie*[l1] Lie

Lie Com*[1] Com

Poi Poi*[l] Poi

Ger, Ger)[n| Gerpln —1]

TABLE 5.A — Dualité de Koszul

5.2 Complexes de déformations

5.2.1 Algebres a homotopie pres

L’opérade des algebres de Gerstenhaber Ger,, est une opérade de Koszul (voir LODAY
et VALLETTE [LV12] par exemple). Il y a donc une résolution cofibrante canonique :

(5.2.2) Ger>® = QGeri, = Ger,

Cette opérade encode les algebres de Gerstenhaber « & homotopie fortement cohérente
pres ». De maniere informelle, dans une n-algebre a homotopie pres, les relations algé-
briques telles que l'associativité, la commutativité, la relation de Jacobi... sont seulement
valables & homotopie pres. Par exemple il existe une homotopie h telle que :

(5.2.3) a(bc) — £(ab)e = dh(a,b,c) £ h(da,b, c) + h(a,db,c) £+ h(a, b, db)

qui fait qu’en homologie, le produit est effectivement commutatif. Il existe, en plus de
ces homotopies, des homotopies de dimension supérieure, qui les rendent triviales en
homologie. Ces homotopies de dimension supérieure sont elles-mémes rendues triviales
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en homologie par de nouvelles homotopies, et ainsi de suite, jusqu’a rendre contractible
I’espace des homotopies.

On peut par exemple penser au cas des algebres A, ou il existe plusieurs manieres de
multiplier n éléments (suivant les parenthésages) ; mais ’espace des parenthésages est
contractible, au lieu de juste un point comme dans Ass. En fait, 'opérade A, algébrique
est obtenue de la méme maniére : Ay, = QAssi. De méme, Fy, = QComi et Lo, = QLiel.

5.2.4 Définition des complexes de déformations

Etant donné un morphisme d’opérades ® : Q — P, ol Q est de Koszul, le complexe
de déformations de ® (voir la section 12.2 de LODAY et VALLETTE [LV12], ainsi que
KONTSEVICH et SOIBELMAN [KS91] et CATTANEO et al. [Cat+05]) est :

(5.2.5) Def(q 2+ P) = | [] Homs, (@[1)(r), P(r)); [, };0 + 0o
r>2

C’est un sous-module de Homp,(Q*°,P) (car Q°° est une opérade libre sur Qi[1]). Il a
une structure d’algebre de Lie différentielle graduée que nous allons maintenant décrire.
11 est muni du produit de convolution %! :

(5.2.6) fxg=v10°(fon)9) oV

ol 71y est la composition (infinitésimale) de 'opérade P et V est la cocomposition
(infinitésimale) de la coopérade Qi. On vérifie alors que c’est un produit preLie, et le
crochet est donc :

(527) F.0] = 3 (Fxg— %9+ 1)

La différentielle est la somme de J, induite par celles de Qi[1] et P, et de la torsion dg
produite par 1’élément de Maurer-Cartan

(5.2.8) d.00i5q-p

Pour rappel, un élément de Maurer-Cartan d’une dg-algebre de Lie g est un élément
a € g vérifiant ’équation de Maurer-Cartan? :

1
(5.2.9) 5a+§[a,a]:5a+a*a:0
(’est notamment le cas de ®, parce qu’il vient d’un morphisme d’opérades Ger:° — P
(c’est le théoreme 6.5.7 de LODAY et VALLETTE [LV12]). Un élément o de Maurer-Cartan
induit une torsion 9, (z) = [o, ] qui donne une différentielle § + 0 de carré nul.

1. Ce produit est en général défini sur Hom(C, A) ou C est une cogebre et A une algébre.
2. On reconnait ’équation qui décrit la platitude d’une connexion sur une variété.

45



Remarque 5.2.10. La proposition 12.2.4 de LODAY et VALLETTE [LV12] montre que si
¥ : Q — P est un autre morphisme d’opérades, la somme ® + ¥ est encore un morphisme

d’opérades si et seulement si ¥ est un élément de Maurer-Cartan dans Def(Q 2, P). Cest
ce qui justifie la terminologie « complexe de déformations » : ® 4+ ¥ est une « déformation »
de ®.

On peut également prendre un ¥ avec des coefficients dans k[t](t?) (déformations
infinitésimales) ou encore k[[A]] (déformations formelles) et faire le lien avec la théorie de
la déformation habituelle.

Nous allons ici nous concentrer sur les complexes de déformations du type :

Def(Ger,, — P)

5.2.11 Lien avec la cohomologie opéradique
Cas d’une opérade d’endomorphismes

Considérons pour l'instant le cas £ = C. Quand P = End 4 est une opérade d’endomor-
phisme d’une Ger,-algebre A € ¢, &, alors le complexe précédent devient (en tant que
module gradué) :

Def(Ger,, — End) = | [ Homs, (Ger],[1](r), Enda(r))
r>2
= [ [ Home(Gerl,[1)(r) ®e, A", A)

r>2

(5.2.12)

Comme l'opérade Ger,, est de Koszul, il y a une résolution quasi-libre canonique de
toute Ger,-algebre :

(5.2.13) R = (Ger,(Ger}[1](A)),0) = A

De plus, pour une algebre libre Ger,, 0 X, Qg (GeTy, 0 X) = Uger, (Gery 0 X) ® ¥ X.
Donc :

Def(Ger,, — End4) = Homg>(Ger},[1](A), A)

= Hom:>> Qier. (Ra), A)

(5.2.14)
Ucern (RA)( Gerp

Et c’est donc le complexe qui calcule la cohomologie de Gerstenhaber Hélei(Aa A) pour
la résolution cofibrante R 4. En effet, directement avec les définitions, la différentielle
venant de Def est bien la différentielle utilisée pour calculer la cohomologie (les calculs
sont en partie faits par LODAY et VALLETTE [LV12]).

Dans ce cas, il y a deux complexes quasi-isomorphes (la preuve était pour n’importe
quelle résolution cofibrante) :

(5.2.15) pos (B" 1A, A) ~ X" Homyy,, . () (Qger, (Ra), A)

Poi Gerp,
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Cas d’une opérade quelconque

Pour un morphisme @ : Ger,, — P vers une opérade quelconque, nous avons défini un
complexe :

(5.2.16) Co(P) = (Hom (T™, P), b+ 0y)

Ici T" € M est engendré par les arbres de hauteur n, et ce complexe se spécialise
en Cp.;(B" 1A, A) dans le cas P = Enda. Le but est de voir que ce complexe est
quasi-isomorphe & X" "' Def(Ger,, N P).

Dans le cas € = C, A € &, et il y a donc un quasi-isomorphisme Cg(Endy) =~
Y"1 Def(Ger,, — Endy4). Nous voulons donc voir si la preuve s’étend & A € £ pour
d’autres catégories £ au-dessus de C.

En effet, si P est une opérade, on peut considérer £ = Mp la catégorie des P-modules a
droite. On peut voir P comme un P-module a droite via la loi de composition P o P — P.

Proposition 5.2.17. L’object Endp € Mp s’identifie & P € Msp.

Démonstration. D’aprés FRESSE [Fre09, §7.1], le produit tensoriel P®" dans Mp s’identifie
a F,oP, ou F, = I®". De plus :

(5.2.18) Endp(r) = Homy, (P®",P) = Hompy, (F o P,P) = Hompy(F,., P) = P(r)

Nous obtiendrions alors, pour £ = Mp, un quasi-isomorphisme

(5.2.19) C7?(Endp) =~ X" Def(Ger,, — Endp) = X" ! Def(Ger,, — P)

5.3 Adaptation de la preuve

Nous voulons donc adapter la preuve de Cgp(Endg) ~ X" ! Def(Ger, — Enda) a
A € gor, £, 0 € = Mp. Les constructions de Qg (A), Uger, (A), et la définition d'une
représentation de A s’adaptent [Fre09, §4] toutes & ce cas.

Le module sous-jacent & Cg(End 4) est Hom (7", End4), qui est isomorphe par adjonc-
tion & Homg(S(T™, A), A). Par analogie considérons le module (avec le produit tensoriel

dans &) :
(5.3.1) BMAM)=(T"0A)@ M

Dans le cas £ = C, c’est exactement le module sous-jacent & CP°(B"~1A M). Le
produit, le crochet, les différentielles b et 9y sur 8" (A, M) sont définies exactement de
la méme maniére. A est une Ger,-algebre, donc S(T"71, A) est une Poi-algébre via les
mémes formules. Les définitions des différentielles ¥', b, 9)’, 0 sont explicites et purement
algébriques, et les mémes formules définissent des différentielles respectivement sur 7" o A
et (T" o A) @ M.

Par construction, la différentielle que I'on retrouve sur

(5.3.2) Homy,,. (4)(8" (A, User, (A)), A) = Cop(End.a)

est exactement la différentielle définie plus t6t.
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5.3.3 Coefficients triviaux

Dans la premiere partie de la preuve, nous considérons A = Ger,, o X une Ger,-algebre
libre, X € M un S-module conneze (X(0) =0), et M =k 'unité du produit tensoriel
dans Mp (concentré en degré 0).

La preuve du quasi-isomorphisme entre 5" (Ger,, o X, k) et Qf., (A) @, (1) k = LX
reposait sur FRESSE [Frell, §6.3], qui prouve B"Com(N) ~ Com(X"N) pour N € M
vérifiant certaines propriétés. Cela s’applique ici & N = A1""Lie(X), qui vérifie toutes
les propriétés : il est connexe (N(0) = 0 car X est connexe), il a une différentielle triviale,
et chaque N(r) est projectif sur le corps k.

Le reste de la preuve est completement algébrique et s’adapte sans probleme au cas
&€ = Mp (en changeant simplement S(Z) en Como Z). L’argument de suite spectrale, en
particulier, est toujours valide (en regardant chaque arité séparément, vu la définition
des équivalences faibles).

5.3.4 Coefficients universels

La deuxiéme partie de la preuve considére A = Ger, o X et M = Uger, (A). Il y a
toujours une projection w : S(T", A) — S(X¥"I,A) = ¥"A induite par la projection
T" — ¥"I (les arbres ont un degré non nul). De méme il y a toujours un morphisme
YA — Qb (A), et la composition des deux donne :

Gerp

(5.3.5) ¢ : (A, Uger, (A)) — "1, (A)

Gerp,

La vérification que ¢ est un morphisme de complexes est algébrique et s’étend donc
au cas présent. La description de FRESSE [Fre09, §4] de Uger,, (Ger,, 0 X) = Gerp[l] o X
est toujours valable et donne lieu a la méme filtration, puis la méme suite spectrale, et
¢ reste un morphisme de suites spectrales. Il y a toujours la graduation en poids sur
S(T™ o Gery, X), et donc 'argument de convergence s’adapte sans problémes.

5.3.6 Algebres cofibrantes

Cette partie de la preuve utilise les théorémes de FRESSE [Fre09], qui sont valables
pour toute catégorie £ au-dessus d’une catégorie de base C ; ils s’adaptent donc ici.

5.3.7 Coefficients quelconques

Maintenant soit A une algebre quelconque et Q4 — A une résolution cofibrante de A.
La preuve se transpose alors a £ = Mp, en remplacant C?°*(B"~1X|Y) par 8*(X,Y) :

Le théoréme de FRESSE [Fre09] qui donne Q. (A) cofibrant sur Uger,, (A) est toujours
valable. Les produits tensoriels, les foncteurs Hom sont encore des adjoints a gauche
de Quillen dans la catégorie des Uger, (A)-modules donc préservent toujours les quasi-
isomorphismes entre modules cofibrants. Il y a toujours une filtration sur S(7", A) par
le nombre de feuilles puis par le nombre de noeuds, avec les mémes formules pour les
différentielles bar ; la formule de Kiinneth s’applique toujours.
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Finalement, le résultat s’applique a M = A et la résolution cofibrante R4, et il y a
donc un quasi-isomorphisme entre C’;z(End 4) et X1 Def(Ger,, — End4). En appliquant
cela & P vu comme un P-module & droite, finalement :

Théoréme B. Les deux complexes sont quasi-isomorphes :
CZ%(P) ~ %" Def(Ger,, — P)

Leur homologie est notée Hi=> (P). On définit également Hi.. (P) = H'(Cs(P)).

Gerp
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6 Applications

6.1 Complexes de graphes

Dans I’étude de la conjecture de la formalité, KONTSEVICH [Kon97] a introduit plusieurs
complexes de graphes. Ce sont des opérades (différentielles graduées) décrites de maniere
combinatoire par des graphes.

WILLWACHER [Will4] étudie la cohomologie de ces complexes de graphes et les relie
a des complexes de déformations. KONTSEVICH [Kon99] montre ’existe d’un complexe
de graphes Graphs, et d’'un quasi-isomorphisme Gers — Graphs, (on peut aussi trouver
un résumé par SEVERA et WILLWACHER [SW11] et LAMBRECHTS et VoLIC [LV14]). 11
relie ensuite la cohomologie du complexe Def(Gery — Graphs,) (qu’il note Def(hoes —
Graphs,), oul hoea = Ger3® signifie « homotopy ez ») a la cohomologie d’un autre complexe
de graphes, H(GCs).

On peut donc utiliser les techniques de ce mémoire pour obtenir des informations sur
H(GCy) en calculant la cohomologie du complexe (Homp,(7T?,Graphs,),b + 0y). Plus
généralement, ces complexes sont définis en dimension supérieure (Graphs,,, GCy,) et il
y a toujours un quasi-isomorphisme Ger,, — Graphs, : nous sommes donc ramenés a
calculer la cohomologie du complexe (Homa (7™, Graphs,,), b+ ).

6.2 Espaces de fonctions et homotopie

6.2.1 Ensembles simpliciaux

Les ensembles simpliciaux sont des modeles purement combinatoires des espaces
topologiques, tres utilisés en théorie de 'homotopie. La raison est que la catégorie sSet
des ensembles simpliciaux forme une catégorie modele munie d’une équivalence de Quillen
avec Top. D’un point de vue homotopique, il n’y a donc pas de différence entre les espaces
topologiques et les ensembles simpliciaux. La référence principale pour cette section est
GOERSS et JARDINE [GJ99)].

Définition 6.2.2. La catégorie simpliciale A a :

— pour objets les ensembles finis n = {0,...,n};

— pour morphismes les applications croissantes.
Définition 6.2.3. Un ensemble simplicial est un foncteur contravariant A°? — Set.
La catégorie des ensembles simpliciaux est notée sSet. Plus généralement, un objet

simplicial dans une catégorie C est un foncteur contravariant A°? — C; la catégorie est
notée sC.
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On peut décrire les objets simpliciaux en termes combinatoires : un objet X = X, € sC
est équivalent a la donnée d’une suite d’objets X,, € C,n > 0, et de morphismes « faces »
di : Xp — X,—1,0 <@ < n et « dégénérescences » s; : X;, — Xp,41,0 < j < n, vérifiant
des identités bien connues.

Les simplexes standards A™ sont des objets simpliciaux particuliers. Ce sont les
foncteurs représentables :

(6.2.4) A" = Homa(+,n)
Ils sont analogues aux simplexes standards topologiques :
(6.2.5) A" ={z eR"™ |2, >0, z; =1}

L’objet A®* = Homp : A X A°? — Set forme un objet cosimplicial dans la catégorie
des ensembles simpliciaux, ie. c’est un foncteur covariant A — sSet. En général on note
cC la catégorie des objets cosimpliciaux dans C. De méme, |A®| € c¢Top avec des cofaces
et codégénérescences évidentes (les cofaces sont l'inclusion des faces en question, les
codégénérescences sont les projections).

Le bord 0A™ C A" est le n — 1-squelette de A™ : jusqu’au niveau n — 1 les deux ont
les méme simplexes, puis & partir du niveau n JA™ ne contient plus que les simplexes
dégénérés de A™. Il est engendré par les simplexes d;iy, ou i, € A} correspond a l'identité
(le seul n-simplexe non dégénéré de A™). La iéme corne A" C OA™ est engendrée par
dyin pour k # i.

Définition 6.2.6. Une fibration de Kan f : X — Y est un morphisme ayant la
propriété de relevement a droite par rapport aux inclusions A} — A" :

AP —— X

A
(6.2.7) f lf
OA" —— Y

On peut également définir la notion de groupes d’homotopie 7; : sSet, — Grp. Cest le
groupe des classes d’homotopie d’applications pointées A" /OA™ = S™ — X. IIs vérifient
les mémes propriétés que les groupes d’homotopie usuels m; : Top, — Grp. Une équivalence
faible est une application induisant un isomorphisme sur chaque groupe d’homotopie.

Théoréme 6.2.8. La catégorie sSet munie des équivalences faibles, des fibrations de
Kan et des inclusions (comme cofibrations) est une catégorie modéle.

La réalisation géométrique d’un ensemble simplicial X est I’espace topologique | X|
défini par :

(6.2.9) X[ = | | Xnx |A|n/N

n>0
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ou la relation d’équivalence est donnée par (f*z,y) ~ (z, fxy) pour z € X,,, y € A™ et
f € Homa (m,n). On peut donc également la voir comme une cofin [Kel82] :

neA
(6.2.10) X| = / X, x |A" = X @4 |A]

Cette expression est & contraster avec le lemme de co-Yoneda [nLal2], qui dit que tout
préfaisceau est une colimite de foncteurs représentables :

n
(6.2.11) X = / X, x Homa(-,n) = X ®a A
—_————
—An
Ce foncteur |- | : sSet — Top est adjoint a gauche au foncteur « chaines singulieres »

Sy : Top — sSet.

Théoréme 6.2.12. L’adjonction entre les ensembles simpliciauzx et les espaces topolo-
giques est une équivalence de Quillen :

|- |: sSet = Top : S,

La catégorie sSet est un candidat pour la notion de catégorie modele simpliciale.
C’est une catégorie munie de foncteurs hom supplémentaires et une structure modele
compatible avec la structure simpliciale. Ici, sSet est munie d’un foncteur d’espace de
fonctions :

(6.2.13) Map,g.: : sSet”? x sSet — sSet

qui doit vérifier de nombreuses propriétés. Par exemple, Map(X,Y )y = Hom(X,Y) et
moMap(X,Y) =[X,Y] = Hom(X,Y)/ ~. 1l est défini par

(6.2.14) Map(X,Y)s = Hom(X,Y?")

oit Y2° € ¢sSet est donné par Hom(A™,Y) en degré cosimplicial n. Cette notion s’étend
a de nombreuses catégories, en particulier a la catégorie sOp des opérades simpliciales.

6.2.15 Application de la cohomologie de Gerstenhaber

FRESSE [Frel5] étudie les espaces de fonctions Map(E,,, EZ), ou E est un modele
rationnel des opérades E,, ; en particulier leurs groupes d’homotopie 7, Map(FE,,, E7). Plus
généralement on peut utiliser la cohomologie de Gerstenhaber pour étudier 7, Map(E,,, R)
ou R est une E,,-algebre dans les opérades simpliciales. Les calculs faits ici sont une
adaptation de ceux de FRESSE [Frel5].
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Tours de fibrations

Pour ce faire, une résolution cofibrante particuliere est utilisée, la résolution cotriple
[Fre09]. En effet si M est une monade et A une algebre sur M, la réalisation ! du complexe
bar

(6.2.16) |Bo(M, M, A)| = |M*TH(A) = A

est une résolution cofibrante de A. Cette construction marche en particulier pour les
opérades (le foncteur S(P) est une monade) et obtenir une résolution cofibrante de toute
algebre sur P. On peut aussi 'appliquer a la monade « opérade libre » QO : M — M ; une
opérade est par définition une algebre sur la monade @. On obtient donc une résolution
cofibrante pour n’importe quelle opérade P :

(6.2.17) [Rese(P)| = |B.(0,0,P)| = |0*(P)] = P

Par des arguments homotopiques, on peut donc remplacer E,, par |[Rese(E,,)| dans
7« Map(Ep,, R). Or, par dualité, on a :

(6.2.18) Map(|X.|,Y) = Tot Map(X., V)

ou Tot est la totalisation d’un objet cosimplicial. C’est une notion completement duale
a celle de réalisation :

(6.2.19) Tot A® = / (A™)A" = Homgsser (A®, A®)
neA

Il existe une suite spectrale permettant de calculer les groupes d’homotopie d’une
totalisation, la suite spectrale de Bousfield-Kan. Elle apparait dans BOUSFIELD et KAN
[BKT72] et est développée par BOUSFIELD [Bou89]; on peut également trouver une
description de celle-ci dans les chapitres VI et VIII de GOERSS et JARDINE [GJ99]. Elle
a la forme suivante, pour un X € csSet fibrant (au sens de REEDY [Ree73]) pointé :

(6.2.20) El,=m'mX = m_TotX t—s5>0

s

Deux difficultés apparaissent dans 1’étude de cette suite spectrale :

— Elle est définie pour t — s > 0. Pour t — s = 1, les groupes en question ne sont
pas abéliens; pour t — s = 0, ce ne sont méme plus des groupes mais seulement
des ensembles pointés. Les suites exactes qui apparaissent ne sont exactes que
comme ensembles pointés, et de plus E;‘tl est seulement inclus dans H(EY ;) (et
pas forcément égal). La définition de E? change également : pour t — s > 2,
mim = H* N*m;, mais une définition ad-hoc est utilisée pour Ef s et Ez sl

— La convergence est loin d’étre automatique ; une condition nécessaire et suffisante
est donnée par le lemme de convergence complete :

(6.2.21) lim "By, =0  t-s>1

1. Définie de la méme manieére par une cofin.
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Ici, on dispose donc d’une suite spectrale :
(6.2.22) EZ, = n°m Map,p,(Rese(Ep), R) = m—s Map,o,(Em, R)

ou R est une opérade simpliciale, et Ger,, est vue comme une opérade simpliciale (en
modules gradués) constante (ie. (Gery,)s = Ger,, et d; = s; = id).

Cohomologie de Gerstenhaber

Dans toute cette section, la « catégorie de base » est celle des modules; les préfixes
dg, gr, s indiquent respectivement « différentiel gradué », « gradué » et « simplicial ».
L’opérade Resy(Ger,,) = O(Q*Ger,,) est une opérade libre, donc :

(6.2.23) Eit = m8m Map,p(0°Ey, R)

Si G est un groupe simplicial, alors m;G = H;(N,.G) (voir CUrTis [Cur71, §3]). Ici,
N, (G) est le complexe des chaines normalisées de G qui apparait dans la correspondance
de Dold-Kan. Pour un groupe simplicial (non nécessairement abélien), il est défini par :

(6.2.24) N, (G) = ﬁ ker(d;) C Gy,

et la différentielle est & = dy restreint a N, G.

Remarque 6.2.25. En général, I’équivalence de Dold-Kan dit que N, est une équivalence
de Quillen entre la catégorie des modules simpliciaux et la catégorie des dg-modules
(étant donné un anneau de base fixé). Quand les groupes sont abéliens, la description de
N, A est plus simple.

On a donc :
(6.2.26) E?, = 7°HyN, Homsr((O® Epy, R)

En effet, Map,,,(X,Y’) est bien I’ensemble simplicial sous-jacent au module simplicial
Homm (X, Y) (il s’agit d’un foncteur hom interne). Or on sait que 'on dispose d’un
isomorphisme canonique :

(6.2.27) N, Homg(X,Y) = 7, Homgge (N X, N.Y)

ou 7y est la restriction en degré positif. Donc (ou l'on utilise le théoréme 1.4.17) :

12

EZ, = n°Hyr, Homaga (N O Ep, NoR)
7 Homg, v (0°Geryy,, H N R)

= 7 Homg, pm(0°Ger,y,, HiR)

12

(6.2.28)

Soit ¢ : Ep, — R le morphisme de structure d’algebre E,,, de R. Alors Hyp : HyE,, =
Ger,, — H,R induit une structure de Ger,, algebre sur H,R. De plus on sait que pour
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une opérade libre, une dérivation Q(X) — A ou A est une O(X)-algebre est uniquement
déterminée par un morphisme de G-modules X — A et vice-versa. En particulier ici :

(6.2.29) E?, = 7% Dergyop(Rese(Gery,), HiR) 1.,

s,t T

En caractéristique nulle, 'opérade Ger,, est S-cofibrante, donc par les théoremes du
§13.3 de FRESSE [Fre09], on obtient finalement :

(6.2.30) EZ, = Hi, (HiR)p., = m—sMap,o,(Em, R)

En particulier, si ¢ : E,, — E, est le morphisme qui induit en homologie p +— p et
A+— 0 (m < n), on obtient :
(6.2.31) E?, = H;

Ger,,

(Ger,) == mi—s Map,o,(Em, En)g

Cet isomorphisme n’est plus valable en caractéristique non nulle : 'opérade Ger,, n’est
plus cofibrante, et la notion de « cohomologie de Gerstenhaber » n’a plus de sens comme
définie ici. Néanmoins, le complexe Cp, ,(Gery,) reste bien défini.

6.3 Longs noeuds

Soit n > 2m + 2 deux entiers. Les articles de ARONE et TURCHIN [AT14; AT15]
définissent des analogues en dimension supérieure des espaces des « longs nceuds ». Plus
précisément, soit i : R” < R™ un plongement linéaire fixé; I'espace Emb.(R™, R™) est
défini comme ’espace des plongements qui coincident avec ¢ en-dehors d’un compact.
Cet espace est un ouvert dense de ’espace analogue avec des immersions a la place des
plongements, et on note Emb.(R™, R") la fibre homotopique de I'inclusion.

D’un autre c6té, soit ¢ : D, — D,, I'inclusion des opérades des petits disques. Elle
induit en homologie un morphisme ¢, : Ger,, — Ger,, (m > 2, sinon c’est un morphisme
Ass — Gery,,) qui envoie p sur pu et A sur 0. Alors, avec des coefficients rationnels :

Théoréme 6.3.1 (ARONE et TURCHIN [AT15, Theorem 5.1]). Les deux complexes sont
quasi-isomorphes :

CL(Emb.(R™,R")) ~ ™! Def (H*(Dm;@) 5 H,(Dp; Q))

Ce théoréme est une généralisation du théoréme de LAMBRECHTS, TURCHIN et VOLIC
[LTV10], qui démontrent le cas m = 1, ou le complexe calcule alors ’homologie de
Hochschild de Ger,. Quand m > 2, le complexe qui calcule Hg,, (Ger,) pourrait donc
permettre d’obtenir des informations sur les espaces des longs nceuds.

Dans le cas m = 1, on peut dire plus, d’apres des travaux indépendants de SONGHA-
FOUO TSOPMENE [Son13] et MORIYA [Mor12]. En effet, H,(D;) = Ass, et le complexe
de déformations est isomorphe au complexe de Hochschild de Ger,. On a donc un

isomorphisme d’espaces vectoriels gradués :

(6.3.2) H,(Emb.(R,R"); Q) = HH (Ger,;Q)
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Or, Emb.(R,R™) est une algébre Fs. La structure en question vient d’un résultat de
McCLURE et SMITH [MS04], qui donnent une action d’une opérade Dy sur hoTot O°, et
du fait que hoTot(K?) ~ Emb,. (R, R") (il s’agit d’un résultat de SINHA [Sin06]).

SONGHAFOUO TSOPMENE [Son13] considére 'opérade de KONTSEVICH [Kon99] Ky,
définie de maniére similaire a 'opérade de Fulton-MacPherson (section 1.4.9) en n’utilisant
que les ;5 : Ky (1) C (5’"*1)(;). C’est une opérade FE,,.

L’application F'(D",r) — K,, n’est pas un plongement, mais /C,, a I'avantage d’étre une
algebre associative : Ass — KCp,. On peut définir 'homologie de Hochschild H H(H . KCp,; R).
Or il est bien connu que I’homologie de Hochschild est une 2-algebre de GERSTEN-
HABER [Ger63]; c’est méme une des raisons qui motive l'introduction des algebres de
Gerstenhaber.

Théoréme 6.3.3 (SONGHAFOUO TSOPMENE [Sonl3, Corollary 1.6]; MORIYA [Morl2]).
1l existe un isomorphisme de Gera-algébres, pour n > 4 :

H,(Emb,(R,R");R) & HH(H,Kn; R)

6.4 Autres applications

D’autres applications sont encore possibles. Une premiere application utilise le fait que
C(P) est un bicomplexe avec deux différentielles b et 0. Les calculs sont généralement
faits (via une suite spectrale) en calculant d’abord 1’homologie par rapport a b. En
inversant ’ordre, on pourrait s’attendre a obtenir d’autres résultats.

Si maintenant le morphisme ® : Ger,, — P factorise par Com, ie. P est une algebre
commutative avec un crochet nul, alors la différentielle b est une somme 6 + 91 + ...+ 9,
ou ¢ est la différentielle interne, et J; est la partie de la différentielle bar agissant sur le
iéme niveau des arbres. En utilisant des filtrations adaptées, il est possible de produire
des suites spectrales qui permettent de voir la cohomologie de Gerstenhaber comme une
sorte d’homologie de Hochschild itérée (chaque 0; est un bord de Hochschild).
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Notations

Ass Opérade des algebres associatives, 7
BA Complexe bar de A, 22

C Catégories des dg-modules sur k, 1
Co(P) Complexe étendu, 37

CPi(B"'M, A) Complexe principal du mémoire, 26

Com Opérade des algeébres commutatives, 6
A Catégorie simpliciale, 50
A Coproduit de déconcaténation, 23

Ders(B,M)  Dérivations de B dans M au-dessus de A, 18

Dy, Opérade des petits disques, 10

E Catégorie monoidale symétrique au-dessus de C, 2
P& Algeébres sur 'opérade P, 6

Endy G-module des morphismes, 36

Endy Opérade des endomorphismes, 5

Ger, Opérade des algebres de Gerstenhaber, 10

Ger? Opérade des algebres de Gerstenhaber & homotopie pres, 44
hC Catégorie homotopique de C, 16

Home(z,y) Morphismes entre x et y, 1

I Unité du produit de composition o, 3

k Corps fixé de caractéristique nulle, 1

AP Désuspension de 'opérade P, 10

Lie Opérade des algebres de Lie, 7

M Catégorie des G-modules, 2

MA{1} Désuspension d’'un &-module, 29

pM P-modules & gauche, 7

p Mg (P, Q)-bimodules, 7
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Mg Q-modules & droite, 7

Map Espace de fonctions, 52

N.(G) Chailnes normalisées de G, 54

O(E) Opérade libre sur E, 43

P,Q Opérades quelconques, 4

Po (A; M) Produit de composition linéarisé, 18

PoX P-algebre libre sur X, 6

Poi Opérade des algebres de Poisson, 9

pi Coopérade duale de Koszul, 43

S(M) Foncteur de Schur, 3

Sp(M) Foncteur de Schur relatif, 8

by Suspension, 2

™ SG-module des arbres a n niveaux, 23

T"(s,v) Arbres a n niveaux et v nceuds, 34

User, (A) Algebre enveloppante de Gerstenhaber de A, 26
Up(A) Algebre universelle enveloppante de la P-algebre A, 18
QL(A) Module des différentielles de Kéhler, 19

Qp¢ Construction cobar de la coopérade P¢, 43

o Produit de composition dans M, 3

®s,, Coinvariants du produit tensoriel, 3

L Produit shuffle, 23
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