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Introduction

Les opérades sont des structures, introduites à la fin des années 60 [Mac65 ; BV68], qui
servent à encoder d’autres structures algébriques : algèbres associatives, commutatives, de
Lie, de Poisson, de Gerstenhaber... Elles fournissent un cadre unifié pour décrire ce qu’est
un « type d’algèbre » ou une « théorie algébrique ». Ce sont des monades particulières,
combinatoires, qui permettent de réaliser des calculs effectifs.

Leurs applications en topologie algébrique et en algèbre homologique sont nombreuses.
On peut par exemple citer le principe de reconnaissance des espaces de lacets [May72],
la formalisation de ce qu’est une algèbre « homotopie près » [Mar04], la quantification
par déformation [Kon99 ; Tam98], la conjecture de Deligne [KS00 ; MS02], ou encore la
modélisation des catégories d’ordre supérieur [Bat98 ; Lei04].

Certaines opérades topologiques, les opérades En, jouent un rôle central dans beaucoup
ces applications. Elles sont étroitement liées aux opérades encodant des structures
algébriques « classiques », les algèbres de Poisson et de Gerstenhaber. L’étude des théories
cohomologiques associées à ces opérades est particulièrement intéressante, comme nous
le verrons.
La construction bar, définie au départ pour les algèbres associatives, est un outil

introduit dans les années 50 [EM53 ; CE56] qui sert à construire des résolutions. Elle
a depuis été adaptée à de nombreuses situations : monoïdes topologiques, monades,
opérades... Plusieurs travaux [Fre06 ; Fre11] montrent l’existence d’un lien important
entre, d’une part, la cohomologie de Poisson et la cohomologie En, et d’autre part, la
construction bar (itérée). En effet, on sait que l’on peut donc itérer la construction bar
aux algèbres commutatives – et cela s’étend aux algèbres En. Appliquée aux algèbres de
Poisson, elle permet de calculer leur cohomologie.

Le but principal de ce mémoire est alors de définir un complexe qui calcule, au travers de
la construction bar itérée, la cohomologie des algèbres de Gerstenhaber et des complexes
de déformations associés.

Plan
Le chapitre 1 donne les définitions des opérades, de leurs algèbres et de leurs modules,

et introduit les opérades particulières mentionnées plus tôt (En, Poisson, Gerstenhaber).
Le chapitre 2 donne la définition générale de la (co)homologie des algèbres sur une

opérade et de leurs représentations, et explicite une première version du complexe ; le
chapitre 3 constitue la partie technique du mémoire, et montre que le complexe calcule
effectivement la cohomologie de Gerstenhaber.
Le chapitre 4 étend la définition du complexe à un cadre plus général, celui des

bimodules abéliens sur l’opérade de Gerstenhaber. Enfin, le chapitre 5 montre que ce
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nouveau complexe étendu calcule l’homologie du complexe de déformations associé, que
l’on peut voir également comme la cohomologie de Gerstenhaber.
Le dernier chapitre donne des applications possibles : le lien avec les complexes de

graphes qui apparaissent dans la littérature, les espaces de longs nœuds, les espaces de
fonctions...
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Je tiens d’abord à vivement remercier Benoit Fresse, pour tout le soutien et l’aide

qu’il m’a apportés durant la rédaction de ce mémoire. Je voudrais également remercier le
laboratoire Paul Painlevé, pour son environnement propice au travail. Enfin, j’aimerais
remercier ceux qui m’ont accompagné cette année, et ceux qui m’ont aidé à relire ce
mémoire.
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1 Opérades

1.1 Catégories monoïdales symétriques
Pour définir les opérades, nous avons besoin de la notion de catégories monoïdales

symétriques au-dessus d’une base. Fixons d’abord les notations pour les catégories :

Définition 1.1.1. Une catégorie (localement petite) C est la donnée :
— d’une classe d’objets encore notée C ;
— pour toute paire d’objets x, y ∈ C, d’un ensemble HomC(x, y) de morphismes entre

x et y ;
— pour tout objet x ∈ C, un élément « identité » idx ∈ HomC(x, x) ;
— de compositions ◦ : HomC(y, z)×HomC(x, y)→ HomC(x, z) associatives et unitaires.

Les notions de foncteurs, transformations naturelles... sont les notions habituelles.

Définition 1.1.2. Une catégorie monoïdale symétrique est une catégorie C munie
d’un bifoncteur :

(1.1.3) ⊗ : C × C → C

et d’un objet 1 ∈ C vérifiant les relations d’unité, d’associativité, de symétrie :

1⊗A ∼= A⊗ 1 ∼= A

(A⊗B)⊗ C ∼= A⊗ (B ⊗ C)
A⊗B ∼= B ⊗A

(1.1.4)

Les isomorphismes en question vérifiant les équations de cohérence du pentagone, de
l’hexagone et du triangle – voir Mac Lane [Mac98] pour des diagrammes explicites.

Exemple 1.1.5. La catégorie des ensembles, et plus généralement tout catégorie cartésienne
fermée forme une catégorie monoïdale symétrique, en prenant pour unité l’objet terminal
et pour produit tensoriel le produit catégorique.
Soit k un corps fixé, de caractéristique nulle. Nous allons considérer la catégorie

des dg-modules sur k. Elle a pour objets les modules (espaces vectoriels en réalité)
sur k gradués A =

⊕
n∈ZAn munis d’une différentielle d : An → An−1 de degré −1

(homologique). Les morphismes sont les applications linéaires respectant la graduation et
compatibles avec les différentielles. On notera par la suite C cette catégorie (sauf mention
contraire). Le produit tensoriel est donné par :

(1.1.6) (A⊗B)n =
⊕
i+j=n

Ai ⊗Bj

1



On adopte la convention de Koszul pour les signes : x⊗ y ↔ (−1)|x||y|y ⊗ x, où |x|, |y|
sont les degrés respectifs de x et y. Les signes apparaissant de cette manière seront notés
±.
Cette catégorie est complète et cocomplète : toutes les (petites) limites et colimites

existent. Le produit tensoriel préserve les colimites :

(1.1.7) lim−→(Ci ⊗D)
∼=−→ (lim−→Ci)⊗D

Si A est un dg-module, on note ΣA sa suspension. C’est un nouveau dg-module :

(1.1.8)
{

(ΣA)n = An−1

dΣA = −dA

Définition 1.1.9. Une catégorie monoïdale symétrique au-dessus d’une base C
E est une catégorie monoïdale symétrique (E ,⊗, 1) munie d’un produit tensoriel externe
⊗ : C × E → E vérifiant (∀A,B ∈ C,∀X,Y ∈ E) :

1⊗X ∼= X

(A⊗B)⊗X ∼= A⊗ (B ⊗X)
A⊗ (X ⊗ Y ) ∼= (A⊗X)⊗ Y ∼= X ⊗ (A⊗ Y )

(1.1.10)

Les isomorphismes en question vérifient certaines équations de cohérence (pentagone,
hexagone, triangle).

On peut bien sûr prendre C = E , mais il existe d’autres exemples. Par la suite, toutes
les catégories monoïdales seront au-dessus de C donné. Le produit tensoriel externe est
supposé préserver les colimites, et nous supposerons qu’il existe un bifoncteur Hom
externe Eop × E → C, noté toujours HomE (ici cela ne portera pas à confusion). En
d’autres termes, E est enrichie sur C [Kel82].

1.2 S-modules
Définition 1.2.1. Un S-module (différentiel gradué) M est une suite {M(n)}n∈N de
dg-modules M(n) ∈ C, chaque M(n) étant muni d’une action du groupe symétrique Sn.
On noteM la catégorie des S-modules, les morphismes étant les suites d’application
équivariantes.
De manière équivalente,M = CS où S est la catégorie ayant pour objets les entiers

n = {1, . . . , n} et pour morphismes les applications bijectives.

La catégorieM est un exemple de catégorie monoïdale symétrique sur C :
— Le produit tensoriel externe A ⊗ M est simplement donné par (A ⊗ M)(n) =

A⊗M(n), où Sn agit trivialement sur le premier facteur ;
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— Le produit tensoriel interne M ⊗N :

(1.2.2) (M ⊗N)(n) =
⊕
p+q=n

Sn ⊗Sp×Sq M(p)⊗N(q)

où Sp ×Sq s’injecte dans Sp+q en décomposant {1, . . . , p+ q} en {1, . . . , p} t {p+
1, . . . , p+ q}, puis agit par translation à droite sur Sp+q. L’unité :

(1.2.3) 1(n) =
{
k n = 0
0 sinon

Soit E une catégorie monoïdale symétrique au-dessus de C. Un S-module M induit un
foncteur S(M) appelé foncteur de Schur (dont la signification deviendra claire par la
suite) :

(1.2.4)
S(M) : E → E

V 7→ S(M,V ) =
∞⊕
r=0

(M(r)⊗ V ⊗r)Sr

La notation (·)Sr désignant les coinvariants : si X est un G-module, XG = X/{gx−x}.
On note aussi (A⊗B)Sn = A⊗Sn B. Un élément de S(M,V ) sera génériquement noté
ξ(x1, . . . , xr), où ξ ∈M(r) et xi ∈ V .
Des considérations générales catégoriques (voir Fresse [Fre09]) impliquent que la

composition de deux foncteurs S(M) ◦ S(N) est représentée par un nouveau S-module
M ◦N . Explicitement :

(1.2.5) M ◦N =
∞⊕
r=0

M(r)⊗Sr N
⊗r

Le premier produit tensoriel est externe C ×M→M alors que N⊗r est interne àM.
En fait, ◦ munitM d’une nouvelle structure de catégorie monoïdale symétrique sur C,
avec comme unité I :

(1.2.6) I =
{
k n = 1
0 sinon

1.3 Opérades
Une opérade est un objet qui encode des structures algébriques telles que « algèbre

de Lie » ou « algèbre associative unitaire ». Elle est constituée d’opérations avec une
sortie et plusieurs entrées (en particulier les opérations 0-aires sont des constantes de
structure, eg. l’unité d’une algèbre). Ces opérations peuvent être composées entre elles,
et elles vérifient certaines relations : associativité, commutativité... Un intérêt principal
des opérades réside dans leurs « représentations », aussi appelées algèbre sur l’opérade,
et qui correspondent aux représentations des algèbres associatives unitaires.
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Le terme « opérade » a été introduit par May [May72], mais des notions similaires
existaient déjà : les analyseurs de Lazard [Laz55], les PROP de Mac Lane [Mac65], ou
encore dans les travaux de Boardman et Vogt [BV68]. On peut trouver un historique
des opérades par Markl, Shnider et Stasheff [MSS02] et Leinster [Lei04].

Nous ne parlons ici que d’opérades symétriques : les groupes symétriquesSn agissent sur
les opérations en permutant leurs entrées. Une version non symétrique des opérades existe
également, en oubliant dans les définitions toutes les références aux groupes symétriques.
De nombreuses autres versions des opérades existent : opérades colorées (aussi appelées
multicatégories), propérades, n-opérades, etc.

1.3.1 Définition
Nous pouvons finalement donner la définition (concise) d’une opérade :

Définition 1.3.2. Une opérade est un monoïde interne à la catégorie monoïdale symé-
trique (E , ◦, I). Un morphisme d’opérades est un morphisme de monoïdes internes.

Par monoïde interne nous entendons un objet M ∈ M muni de deux opérations
µ : M ◦M → M et η : I → M vérifiant les axiomes d’associativité et d’unité. Nous
noterons généralement P ou Q des opérades quelconques, et γ : P ◦ P → P le produit
(appelé produit de composition).

Déroulons les définitions pour obtenir la définition originelle de May [May72] d’opérade
(voir aussi Loday et Vallette [LV12] et Fresse [Fre09] pour des contextes autres que
les espaces topologiques). Soit (P, γ, η) une opérade :

— L’unité η : I → P correspond à un morphisme k → P(1), donc à un élément
1 = η(1) ∈ P(1) (de degré zéro, de différentielle nulle) ;

— Le produit γ : P ◦ P→ P correspond à une famille de morphismes :

(1.3.3) γ : P(r)⊗ P(k1)⊗ . . . P(kr)→ P(k1 + . . .+ kr)

Ces morphismes sont « équivariants » pour l’action des groupes symétriques (cf. les
références pour des diagrammes explicites). On note généralement γ(f ; g1, . . . , gr) =
f ◦ (g1, . . . , gr), voire même simplement f(g1, . . . , gr).

— L’axiome d’unité γ(·, η) = γ(η, ·) = id correspond aux équations :

1 ◦ f = f f ◦ (1, . . . , 1) = f(1.3.4)

— L’axiome d’associativité correspond à :

(1.3.5)
(f ◦ (g1, . . . , gr)) ◦ (h1,1, . . . h1,k1 , . . . , hr,kr) =
f ◦ (g1 ◦ (h1,1, . . . , h1,k1), . . . , gr ◦ (hr,1, . . . , hr,kr))

Il est commode de représenter les éléments de l’opérade par des arbres. Ainsi f ∈ P(n)
sera représenté par la figure 1.A. L’action du groupe symétrique se représente alors par
la permutation des indices, et la composition par le greffage des arbres. Les axiomes des
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opérades garantissent que la composition n’est pas ambiguë. En fait, on peut définir les
opérades comme des algèbres sur la monade O des opérades libres, qui peut se décrire
à l’aide d’arbres ; les axiomes des opérades signifient donc exactement que l’on peut
composer les arbres étiquetés par des éléments de l’opérade.

f ∈ P(n)!
f

n...1

Figure 1.A – Représentation d’une opération comme un arbre

On note aussi souvent f ◦i g = f(1, . . . , 1, g, 1, . . . , 1), où g apparaît à la ième position.
Par exemple l’équation (1.3.6) représente f ◦ (τ∗g, 1) (τ est l’élément non trivial de S2).

(1.3.6)
f

21

◦1

τ∗
g

21
 =

f

3g

12

Exemple 1.3.7. L’exemple prototypique d’opérade est l’opérade des endomorphismes
EndX d’un objet X ∈ E :

EndX(n) = HomE(X⊗n, X)

La composition est la composition évidente des morphismes, et l’action du groupe
symétrique est l’action à droite sur les variables d’entrée. Ici nous nous servons de la
structure enrichie HomE : Eop × E → C pour pouvoir définir l’opérade (sinon EndX serait
seulement une opérade ensembliste).
C’est cet exemple qui explique comment interpréter les éléments constitutifs d’une

opérade : les éléments de P(n) sont des « opérations » à n entrées et une sortie (appelées
opérations n-aires). L’opération f ◦ (g1, . . . , gn) correspond à la composition d’opérations,
où l’on « branche » la sortie de gi dans la ième entrée de f . L’image 1 de η est l’opération
identité, et l’action du groupe symétrique permute les entrées.
Exemple 1.3.8. Soit A une algèbre associative et unitaire. On peut lui associer une opérade
PA :

PA(n) =
{
A n = 1
0 n 6= 1

La seule composition non-triviale est ◦ : PA(1)⊗ PA(1)→ PA(1), donnée par le produit
dans A. L’unité est donnée η(λ) = λ1A. On vérifie alors que PA est une opérade.
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1.3.9 Algèbres sur une opérade
Définition 1.3.10. Une algèbre sur une opérade P est un objet A ∈ E muni d’un
morphisme Φ : P→ EndA. La catégorie des algèbres sur P dans E est notée PE

En clair, il s’agit donc d’un objet A muni d’endomorphismes multi-linéaires Φ(ξ) :
A⊗n → A pour chaque ξ ∈ P(n) et qui vérifient les relations d’unité, d’associativité et
d’équivariance venant de celles de P. Si A est une telle algèbre, on notera ξ(a1, . . . , an)
pour Φ(ξ)(a1 ⊗ . . .⊗ an). Par adjonction, une telle structure est équivalente à une suite
de morphismes P(r)⊗A⊗r → A, ie. un morphisme S(P, A) = P ◦A→ A.
Exemple 1.3.11. L’opérade P est une algèbre sur elle-même dans la catégorieM (et même
dans la catégorieMP des modules à droite sur P définie dans la section 1.3.20).
Exemple 1.3.12. Si A est une algèbre associative et unitaire, une algèbre sur PA 1.3.8 est
la même chose qu’une représentation (classique) de A. Les opérades sont en ce sens une
généralisation des algèbres associatives, qui sont des monoïdes internes à la catégorie des
(dg)-espaces vectoriels.
Exemple 1.3.13. Dualement à l’ exemple 1.3.7, on peut définir l’opérade des co-endo-
morphismes CoendX d’un objet X ∈ E :

CoendX(n) = HomE(X,X⊗n)

et γ est encore donné par la (post)-composition. Cette opérade sert à définir les cogèbres
sur une opérade P.
Les algèbres libres sur P sont données par le foncteur de Schur :

(1.3.14)
S(P) : E → E

X 7→ P ◦X

Elles sont définies par la relation universelle usuelle. On notera par la suite P ◦X la
P-algèbre libre engendrée par X. La donnée des algèbres libres permet de reconstruire
entièrement l’opérade.
Exemple 1.3.15. Les notions classiques d’algèbres (associatives, de Lie...) sont des exemples
d’algèbres sur une opérade. Donnons trois opérades classiques, définies par générateurs
et relations (voir Fresse [Fre09] et Loday et Vallette [LV12]) :

— L’opérade commutative Com :

(1.3.16) Com = O(kµ)/(µ(µ, 1) = µ(1, µ))

où S2 agit trivialement sur µ. Une algèbre sur Com est donc un dg-module (par
exemple) A muni d’un morphisme · : A⊗A→ A qui vérifie b · a = ±a · b (S2 n’agit
pas trivialement sur A⊗A : c’est la convention de Koszul) et (a · b) · c = a · (b · c).
C’est exactement la définition d’une dg-algèbre commutative.
On peut vérifier que Com(n) = k (avec une action triviale du groupe symétrique)
pour n > 0.
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— L’opérade associative Ass :

(1.3.17) Ass = O(kµ⊕ kµ̄)/(µ(µ, 1) = µ(1, µ))

où (1 2)∗µ = µ̄. On a alors que Ass(n) = k[Sn] est la représentation régulière de
Sn.

— L’opérade de Lie Lie définie par (c’est la relation de Jacobi) :

(1.3.18) Lie = O(kλ)/((1 + (1 2 3)∗ + (1 3 2)∗)(λ(λ, 1)))

où (1 2)∗λ = −λ. Le module Lie(n) n’a pas une description simple : il correspond
à la partie n-linéaire d’une base d’une algèbre de Lie libre.

Exemple 1.3.19. Les corps, par contre, ne peuvent pas être définis comme les algèbres sur
une opérade : l’axiome ∀x,∃y : xy = 1 est celui qui pose problème. En effet, il serait par
exemple tentant de vouloir définir les corps comme des algèbres commutatives possédant
une opération supplémentaire ι d’arité 1 (l’inverse). Mais dans l’axiome qui stipule que
c’est bien l’inverse, la variable x devrait apparaître deux fois : µ(x, ι(x)) = 1, ce qui n’est
pas possible.
Cela ne prouve pas qu’il n’y a pas d’opérade dont les algèbres soient les corps (il

pourrait y avoir une autre description axiomatique acceptable), mais il n’y a pas d’objet
initial dans la catégorie des corps. Or, dans la catégorie des algèbres sur P, l’algèbre libre
sur 0 est initiale.

1.3.20 Modules sur une opérade
Parallèlement à la notion d’algèbre sur une opérade, il y a la notion de module (à

droite ou à gauche) sur une opérade, développée par Fresse [Fre09]. Il ne faut pas la
confondre avec la notion de module sur une algèbre sur une opérade (qui correspondent
par exemple aux modules sur une algèbre commutative, ou aux représentations d’algèbres
de Lie).

Définition 1.3.21. Un module à gauche sur l’opérade P est un S-module M muni
d’une action de monoïde P ◦M →M . La catégorie des modules à gauche sur P est notée
PM. De manière symétrique, un module à droite sur Q est un S-module N muni
d’une action de monoïde N ◦ Q→ N . La catégorie est notéeMQ. Enfin, la catégorie des
(P, Q)-bimodules est notée PMQ.

Le fait que l’action soit une action de monoïde signifie que les diagrammes suivants
(ou leurs symétriques pour les modules à droite) commutent :

(1.3.22)
P ◦ P ◦M P ◦M M = I ◦M M

P ◦M M P ◦M

1◦µ

γ◦1 µ η◦1

=

µ

µ
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De manière équivalente (par adjonction) on peut spécifier les modules à gauche (resp.
à droite) par des familles de morphismes :

(1.3.23)
P(k)⊗M(k1)⊗ . . .⊗M(kr)→M(k1 + . . .+ kr)
N(k)⊗ Q(k1)⊗ . . .⊗ Q(kr)→ N(k1 + . . .+ kr)

Remarque 1.3.24. Il n’y a pas de surcharge de notation pour PM, que l’on pourrait voir
à la fois comme la catégorie des P-algèbres dans E =M et la catégorie des P-modules à
gauche. En effet, par adjonction, un morphisme P→ EndM est équivalent à une action
P ◦M →M pour M ∈M.

Plus généralement, une P-algèbre dans E est équivalente à un objet M ∈ E muni d’une
action S(P,M) = P ◦M →M .
Exemple 1.3.25. L’opérade P elle-même définit un (P, P)-bimodule. C’est un point de vue
assez important pour la suite.
Le produit de composition ◦ : M⊗M → M est un produit tensoriel, avec pour

unité I. Tout comme on peut construire un produit tensoriel relatif M ⊗A N dans la
catégorie des modules (où M est un module à droite sur A et N un module à gauche),
on peut également construire un objet noté M ◦P N vérifiant des propriétés similaires.
Plus généralement, on peut construire un foncteur de Schur relatif SP(M), où M est un
module à droite (et on aura alors M ◦P N = SP(M,N)).

Définition 1.3.26. Soit P une opérade et M ∈ MP un module à droite. Le foncteur
de Schur relatif SP(M) : PE → E , est défini par le coégaliseur (réflexif) :

(1.3.27) S(M ◦ P, A) S(M,A) SP(M,A)
d0

d1

coeq

s0

où
— d0 est induit par l’action à droite de P sur M ;
— d1 : S(M ◦ P, A) = S(M,S(P, A))→ S(M,A) est induit par l’action à gauche de P

sur A ;
— s0 : S(M,A) = S(M ◦ I, A)→ S(M ◦ P, A) est induit par η : I → P

La réflexivité signifie ici que d0s0 = d1s0.

Les foncteurs PE → E du type SP(M) seront importants par la suite et seront appelés
« foncteurs induits par des modules à droite ». Par analogie avec le produit tensoriel, on
note parfois SP(M,A) = M ◦P A. En particulier SI(M,V ) ∼= S(M,V ) (tout S-module a
une structure canonique unique de (I, I)-bimodule), et on note aussi M ◦I V = M ◦ V .
Cette notation est cohérente avec la notation ◦ :M×M→M, quand E =M.
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1.4 Opérades spécifiques
1.4.1 Algèbres de Poisson et de Gerstenhaber
Un type d’algèbre qui va particulièrement nous intéresser est celui des algèbres de

Poisson [Lic77 ; Fre06] (et leur version graduée, les algèbres de Gerstenhaber).

Définition 1.4.2. Une algèbre de Poisson A est un module muni d’un produit
· : A⊗A→ A et d’un crochet { , } : A⊗A→ A tels que :
— (A, ·) est une (dg) algèbre commutative ;
— (A, { , }) est une (dg) algèbre de Lie ;
— Le crochet de Poisson est une dérivation par rapport au produit, ie. il vérifie la

relation de Leibniz :

(1.4.3) {a, b · c} = {a, b} · c+ (−1)|a||b|b · {a, c}

Pour illustrer la règle de Koszul, dans l’équation (1.4.3), ± vaut (−1)|a||b| car a et b
sont échangés. En fait, b est également échangé avec le crochet : on peut noter l’équation
comme µ(a, λ(b, c)) = µ(λ(a, b), c) + ±µ(b, λ(a, c)) en notation opéradique. Cependant
ici le crochet λ est de degré zéro, donc aucun signe n’apparaît. Ceci est à contraster avec
les algèbres de Gerstenhaber, décrites dans quelques paragraphes.

Cette description des algèbres de Poisson donne naturellement une opérade, notée Poi,
définie par deux générateurs λ (le crochet) et µ (le produit) et relations, telle que les
Poi-algèbres soient exactement les algèbres de Poisson ; on peut trouver la construction
dans Getzler et Jones [GJ94] et Markl [Mar96]. Le théorème suivant se trouve dans
Loday et Vallette [LV12] (et est expliqué par une loi distributive) :

Théorème 1.4.4. L’opérade Poi est isomorphe à Com ◦ Lie. En particulier l’algèbre de
Poisson libre sur X est :

Poi(X) ∼= S(L(X))

Un début d’explication est donné par le fait que toute expression de Poisson peut se
réduire à une expression de la forme π1 · . . . ·πk, où les πi ne font intervenir que le crochet ;
cela est dû à la relation de Leibniz.
Soit n ≥ 1 un entier fixé. Les algèbres de Poisson se généralisent en algèbres de

Gerstenhaber :

Définition 1.4.5. Une n-algèbre de Gerstenhaber A est un module muni d’un
produit · et d’un crochet [ , ] tels que :

— (A, ·) est une algèbre commutative ;
— (A, [ , ]) est une algèbre de Lie de degré n− 1 : cela signifie que (Σ1−nA, [ , ]) est

une algèbre de Lie. En particulier le crochet diminue le degré de n− 1 ;
— La relation de Leibniz (1.4.3) (avec les signes découlant de la convention de Koszul)

est vérifiée :

(1.4.6) [a, b · c] = [a, b] · c+ (−1)(|a|−n+1)|b|b · [a, c]
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En particulier une algèbre de Poisson est une 1-algèbre de Gerstenhaber. On note
Gern l’opérade des n-algèbres de Gerstenhaber, encore décrite par générateurs (λ et µ)
et relations [GJ94 ; Mar96].
Remarque 1.4.7. Dans la littérature, on appelle parfois les Ger2-algèbres « algèbres de
Gerstenhaber » et les Gern-algèbres « n-algèbres de Poisson ».
Cette notion d’algèbre « de degré k » peut se définir au niveau opéradique. Étant

donné une opérade P, il existe une opérade ΛP telle que ΣA est une algèbre sur ΛP si et
seulement si A est une algèbre sur P (elle est notée S par Loday et Vallette [LV12]).
Sur les algèbres libres, cette opérade est donnée par (ΛP)(X) = ΣP(Σ−1X) (cela suffit
d’ailleurs à décrire complètement ΛP). On utilise aussi parfois la notation ΛP = P[−1]

Théorème 1.4.8. L’opérade Gern est isomorphe à Com ◦ Λ1−nLie. En particulier la
n-algèbre de Gerstenhaber libre sur X est :

Gern(X) ∼= S(Σ1−nL(Σn−1X))

1.4.9 Opérade des petits disques
L’opérade des petits disques, initialement introduite par Boardman et Vogt [BV73]

comme la PROP des petits cubes, est une opérade fondamentale en topologie algébrique.
C’est une opérade topologique : la catégorie monoïdale de base C est celle des espaces
topologiques (pointés, à engendrement compact, séparés 1). Elle est décrite par May
[May72]. On note Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn |

∑
i x

2
i ≤ 1} le disque unité fermé de Rn.

Définition 1.4.10. Soit 1 ≤ n <∞ un entier fixé. L’opérade des petits n-disques
Dn est :

— Dn(r) est l’espace des plongements
r×︷ ︸︸ ︷

Dn t . . . tDn → Dn, affine sur chaque facteur ;
cet espace est muni de la topologie compacte-ouverte. Un exemple d’élément est
représenté dans la figure 1.B. À noter qu’un tel plongement est déterminé par les
images des centres et les rayons des disques images.

— La composition est donnée par la composition des plongements, voir la figure 1.C.

Ici nous considérons la version non-unitaire de Dn où Dn(0) = 0. Il existe une version
unitaire notée Dn+.

Il existe un morphisme d’inclusion Dn ↪→ Dn+1, donné par l’inclusionDn ↪→ Dn+1, Dn ∼=
{x ∈ Dn+1 | xn+1 = 0} pour les centres, et en gardant le même rayon à l’arrivée
(figure 1.D).

Définition 1.4.11. L’opérade des petits ∞-disques D∞ est la colimite lim−→n
Dn.

1. Ces conditions sont nécessaires pour des questions catégoriques : la catégorie usuelle des espaces
topologiques n’est pas fermée cartésienne.
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1

2 3

Figure 1.B – Élément de D2(3)

1

2
3

◦2

1

2 =
1

4

2
3

Figure 1.C – Composition dans D2

1 2 i 1 2

Figure 1.D – Inclusion de D1(2) dans D2(2)
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Les opérades En

L’opérade des petits disques n’est qu’un modèle parmi d’autres pour ce que l’on appelle
les opérades En ; d’autres modèles sont parfois utiles.

Définition 1.4.12. Une opérade En est une opérade (topologique) P cofibrante faible-
ment équivalente 2 à Dn :

P ∼←− · ∼−→ Dn

Une algèbre sur une opérade En est appelée une En-algèbre.

Par exemple on peut remplacer l’opérade des petits disques par l’opérade des petits
cubes Cn, dont la définition se comprend facilement à partir de la figure 1.E.

1

2

3

Figure 1.E – Opérade des petits cubes

Plus généralement il est possible de remplacer les disques et les cubes par des « petits
corps convexes » [May77]. Ce résultat n’est pas complètement évident : les espaces
intervenant dans les définitions sont bien sûr tous faiblement équivalents entre eux (en
prenant les centres des disques / cubes / corps convexes, ils sont équivalents aux espaces
de configurations (1.4.13)). La difficulté réside dans le fait d’obtenir des équivalences
compatibles à la structure opéradique.
Un autre modèle est donné par l’opérade de Fulton-MacPherson, dont la description

est plus complexe. Chaque espace Dn(r) a le type d’homotopie de F (Dn, r), l’espace des
configurations de r points dans Dn. Explicitement,

(1.4.13) F (Dn, r) = {(x1, . . . , xr) ∈ Dn × . . .×Dn | xi 6= xj ∀i 6= j}

L’équivalence Dn(r) ∼−→ F (Dn, r) associe à une configuration de disques la configura-
tion correspondant aux centres des disques en question. L’espace C(Rn, r) (un espace
faiblement équivalent à F (Dn, r)) :

C(Rn, r) = F (Rn, r)/R>0 nRn

2. Une équivalence faible d’opérades P → Q est un morphisme qui induit une équivalence faible
d’homotopie P(r)→ Q(r) pour tout r. Voir la section 2.1 pour la terminologie générale.

12



se plonge dans (Sn−1)(
r
2) × [0,∞](

r
3) par l’intermédiaire des applications (i 6= j 6= k 6= i) :

θij(x) =
−−→xixj
‖−−→xixj‖

δijk(x) = ‖
−−→xixj‖
‖−−→xixk‖

(1.4.14)

Ces applications donnent la direction relative de deux points et la distance relative de
trois points. L’adhérence FMn(r) de l’image est une compactification de C(Rn, r) ; ce
sont des variétés à coins. FMn a de plus une structure d’opérade En : c’est l’opérade
de Fulton-MacPherson, introduite par Getzler et Jones [GJ94]. On peut trouver
d’autres descriptions par Lambrechts et Volić [LV14] et Fresse [Fre15].

?
1

?
2

?
3

?
4

?
5

?
6

?
7

Figure 1.F – Exemple d’élément de FM2(7)

En résumé, deux points de la configuration peuvent être « infinitésimalement proches »
par rapport à un troisième point (en d’autres termes, δijk(x) = 0 signifie que xi et xj sont
infinitésimalement proches par rapport à xk). Néanmoins, l’angle et la distance relative
des points est toujours bien définie.

Le principe de reconnaissance

Ces opérades sont reliées aux espaces de lacets itérés ΩnX, où ΩX est l’espace des
lacets pointés Hom∗(S1, X). En effet, on peut faire de ΩnX une En-algèbre de manière
canonique. Si c ∈ Dn(k) est une configuration de k disques, on peut lui associer le
morphisme c : ΩnX × . . . × ΩnX → ΩnX en se servant du fait que Sn = Dn/∂Dn (le
point base étant l’image du bord). Pour α1, . . . , αn ∈ ΩnX, c(α1, . . . , αn) est l’élément
de ΩnX = Hom∗(Sn, X) = {(Dn, ∂Dn)→ (X, ∗)} qui :

— vaut ∗ en dehors des images des plongements ;
— est défini par αk sur l’image du k-ième plongement.
Cet élément est bien défini et continu, car les éléments αk envoient eux-mêmes le bord

sur ∗. On vérifie sans peine que cela fait de ΩnX une En-algèbre – Dn a été définie de
manière à ce que cela soit vrai.
Il y a une réciproque, le principe de reconnaissance :
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Théorème 1.4.15 (Principe de reconnaissance, Boardman et Vogt [BV73] et May
[May72]). Soit Y un espace connexe par arcs 3 muni d’une structure d’En-algèbre. Alors
il existe un espace BnY , naturellement associé à Y , et un zigzag d’équivalences faibles
ΩnBnY

∼←− · ∼−→ Y qui sont également des morphismes d’En-algèbres.

Ce théorème est également valable pour n =∞ : si Y est une E∞-algèbre (connexe par
arcs pour simplifier), il existe une suite d’espaces BnY , naturellement associés à Y avec
B0Y = Y et BnY ∼ ΩBn+1Y . C’est ce que l’on appelle un « espace de lacets infinis ».

Homologie des opérades Dn

Si F : C → C′ est un foncteur monoïdal symétrique, ie. un foncteur tel que F (1) = 1
et muni d’une transformation naturelle F (X)⊗ F (Y )→ F (X ⊗ Y ), alors il est possible
d’appliquer ce foncteur terme à terme aux S-modules associés pour fabriquer de nouvelles
opérades. Le foncteur homologie H∗ = H∗(·;k) : Top→ C vérifie ces conditions. En effet,
k est un corps donc on dispose de l’isomorphisme de Künneth. Une opérade topologique
P induit donc une nouvelle opérade (en modules gradués cette fois) H∗(P) 4. Appliquons
cette construction à Dn.
Quand n = 1 ou n = ∞, les composantes connexes par arcs de chaque Dn(r) sont

contractibles, et il est classique de vérifier :

Proposition 1.4.16. Les homologies de D1 et D∞ sont :
1. pour D1 : H∗(D1) = Ass l’opérade des algèbres associatives ;
2. pour D∞ : H∗(D∞) = Com l’opérade des algèbres commutatives.

Le théorème suivant décrit l’homologie pour 1 < n <∞ :

Théorème 1.4.17 (Cohen [Coh76]). Soit [pt] ∈ H0(Dn(2)) et [Sn−1] ∈ Hn−1(Dn(2)).
Alors il existe un isomorphisme d’opérades :

Gern H∗(Dn)

µ [pt]

λ [Sn−1]

∼=

C’est en ce sens que les algèbres de Gerstenhaber sont une interpolation entre les
algèbres associatives et les algèbres commutatives ; le morphisme induit par Dn ↪→ Dn+1
en homologie envoie µ sur µ et λ sur 0, et fait de Com la colimite du diagramme
Ass→ Ger1 = Poi→ Ger2 → . . .→ lim−→n

Gern ∼= Com.
Ce théorème est à l’origine de la notation en parfois employée pour l’opérade Gern.

3. Plus généralement on demande que Y soit grouplike, ie. que π0(Y ) forme un groupe pour l’opération
induite par la structure d’En algèbre.

4. On pourrait écrire H−∗(P) : un élément de Hi est considéré comme étant de degré −i.
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2 Calcul de l’homologie de Gerstenhaber

À toute opérade on peut associer une théorie (co)homologique sur ses algèbres et leurs
représentations. Le but ici est de décrire un complexe calculant l’homologie associée à
l’opérade de Gerstenhaber Gern à partir de celui de Fresse [Fre06] qui calcule l’homologie
de Poisson et des complexes bar itérés [Fre11].

2.1 Catégories modèles
La catégorie des algèbres sur P a, dans les bons cas, une structure de catégorie

modèle. Cela signifie qu’elle a trois classes de morphismes privilégiés : les équivalences
faibles, les fibrations et les cofibrations, vérifiant certains axiomes. Les noms sont
en référence aux mêmes concepts en topologie, et la catégorie des espaces topologiques
munie de ces classes est effectivement une catégorie modèle. Elles ont été introduites
par Quillen [Qui67] (où il appelle « catégorie modèle fermée » ce que nous appelons
catégorie modèle), et on peut trouver une introduction par Dwyer et Spaliński [DS95].
Une catégorie modèle C est une catégorie munie de trois classes de morphismes

(équivalence faibles ∼−→, fibrations �, cofibrations ↪→) vérifiant :
(CM1) C est complète et cocomplète ;
(CM2) Si f et g sont composables et si deux des trois morphismes f , g et g ◦ f sont des

équivalences faibles, alors le troisième l’est aussi ;
(CM3) Si f est une équivalence faible, une fibration ou une cofibration, et que g est une

rétraction de f (figure 2.A(a)), alors g est dans la même classe ;
(CM4) Dans le diagramme de la figure 2.A(b), si p ou i est une équivalence faible (on parle

alors de fibration ou de cofibration acyclique), la flèche en pointillés existe ;
(CM5) Tout morphisme f peut être factorisé comme f = pi où p est une fibration (resp.

fibration acyclique), i une cofibration acyclique (resp. cofibration) 1.
Ces axiomes entraînent que les trois classes sont closes par composition et contiennent

les isomorphismes.

Définition 2.1.1. Un morphisme p a la propriété de relèvement à droite (RLP en anglais)
par rapport à une classe de morphismes I si dans le diagramme 2.A(b), où i ∈ I, la flèche
en pointillés existe toujours. La propriété de relèvement à gauche (LLP) est définie de
manière similaire.

Proposition 2.1.2. Dans une catégorie modèle, un morphisme f est :

1. On demande parfois que cette factorisation soit fonctorielle.
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A B A

A′ B′ A′

g

=

f g

=

(a) Définition d’une rétraction g de f

A B

C D

i p

(b) Problème de relèvement

Figure 2.A – Catégories modèles

— Une fibration ssi il a la LLP par rapport aux cofibrations acycliques ;
— Une fibration acyclique ssi il a la LLP par rapport aux cofibrations ;
— Une cofibration ssi il a la RLP par rapport aux fibrations acycliques ;
— Une cofibration acyclique ssi il a la RLP par rapport aux fibrations.
En particulier, la structure de catégorie modèle est déterminée par la classe des équiva-

lences faibles et soit la classe des fibrations, soit celle des cofibrations (la dernière étant
défini comme celle ayant la propriété de relèvement adaptée).

Définition 2.1.3. Un objet X d’une catégorie modèle est appelé fibrant si l’unique
morphisme X → ∗ vers l’objet terminal 2 est une fibration. Un remplacement fibrant
de X est une équivalence faible X → Y où Y est fibrant.

Dualement X est appelé cofibrant si l’unique morphisme ∅→ X est une cofibration.
Un remplacement cofibrant est une équivalence faible Z → X où Z est cofibrant.

Remarque 2.1.4. Les remplacements fibrants et cofibrants existent toujours grâce à
l’axiome (CM5) appliqué respectivement à ∅→ X et X → ∗ :

∅ X X ∗

Z Z

! !

∼∼

Définition 2.1.5. La catégorie homotopique hC d’une catégorie modèle C est la
localisation de C par rapport à sa classe d’équivalence faibles.

Pour rappel, la localisation d’une catégorie C par rapport à une classe de morphismes
W est la catégorie C γ−→ C[W−1], universelle parmi les catégories sous C telles que γ(w)
soit un isomorphisme pour tout w dansW . La localisation existe toujours 3. Elle peut être
construite à partir de (C,W ) en gardant les mêmes objets et en prenant pour morphismes
les zigzags formels :

(2.1.6) A
∼←− · → · ∼←− . . .→ B

2. Il existe par complétude de la catégorie.
3. Modulo les problèmes de théorie des ensembles habituels.
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où chaque flèche allant « à l’envers » est dans W . La composition est la concaténation
des zigzags, en stipulant que w←− w−−→= w−−→ w←−= 1 pour tout w ∈W .

Deux objets A,B ∈ C sont dits faiblement équivalents, noté A ' B, s’ils sont reliés
par un zigzag où toutes les flèches sont dans W . En d’autres termes, ils sont isomorphes
dans C[W−1]. En règle générale il n’est pas possible d’éviter d’avoir affaire à des zigzags ;
par exemple dans Top, il existe des espaces faiblement équivalents sans équivalence faible
directe entre eux. Quand les espaces en question sont des CW-complexes (les objets
cofibrants de Top pour la deuxième structure de la table 2.A), le théorème de Whitehead
montre que l’on peut se passer des zigzags.
La définition de la catégorie homotopique ne dépend pas des fibrations et des cofi-

brations, mais la structure de catégorie modèle permet d’avoir une construction plus
simple de la localisation à l’aide de classes d’homotopie de morphismes (entre objets
fibrants-cofibrants).
Théorème 2.1.7 (Quillen [Qui67]). Soit F : C � D : G deux foncteurs adjoints entre
deux catégories modèles, alors les propositions suivantes sont équivalentes :

— F préserve les cofibrations et les cofibrations acycliques ;
— G préserve les fibrations et les fibrations acycliques ;
— F préserve les cofibrations et G préserve les fibrations.
Dans ce cas, F et G sont appelés adjoints de Quillen et ils induisent deux foncteurs

adjoints, les foncteurs dérivés totaux

(2.1.8) LF : hC � hD : RG

qui vérifient une certaine propriété universelle (ce sont des extensions de Kan [Mac98]
le long du foncteur de localisation C → hC). De plus, F préserve les équivalences faibles
entre objets cofibrants (resp. G préserve les équivalences faibles entre objets fibrants).

Si de plus pour c ∈ C cofibrant et d ∈ D fibrant, un morphisme F (c) → d est une
équivalence faible si et seulement si son adjoint c → G(d) l’est, les foncteurs sont
appelés équivalences de Quillen et les foncteurs dérivés totaux correspondant sont des
équivalences de catégories.
Remarque 2.1.9. Il découle du théorème que les foncteurs dérivés totaux, s’ils existent,
sont donnés par :

LF (X) = F (QX) RG(X) = G(RX)

où QX est un remplacement cofibrant de X et RX un remplacement fibrant.
Exemple 2.1.10. Soit A un anneau, et M un A-module à droite. Le foncteur

(2.1.11) F = M ⊗A · : ChA≥0 → Ch≥0

est alors un adjoint à gauche de Quillen. Si N est un module à gauche sur A, on note
K(N, 0) ∈ ChA≥0 le complexe concentré en degré 0. Alors un remplacement cofibrant de
K(N, 0) est par définition une résolution projective de N (dans la première structure
modèle de la table 2.A), et :

(2.1.12) HiLF (N) = TorAi (M,N)
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C Équivalences faibles Fibrations Cofibrations

Top Équivalences fortes ho-
motopiques

Fibrations de Hurewicz Cofibrations usuelles

Top Équivalences faibles ho-
motopiques

Fibrations de Serre Rétracts de complexes
cellulaires relatifs

sSet Équivalences faibles ho-
motopiques

Fibrations de Kan Injections

Ch≥0 Quasi-isomorphismesa Épimorphismes en degré
> 0

Monomorphismes à co-
noyau projectif

Ch≥0 Quasi-isomorphismes Épimorphismes à noyau
injectif

Monomorphismes

a Les quasi-isomorphismes sont les morphismes induisant un isomorphisme en homologie.

Table 2.A – Exemples de catégories modèles

2.2 Homologie des algèbres sur une opérade
Cette section est une récapitulation de Loday et Vallette [LV12, chap 12] et Fresse

[Fre09, chap 4].

2.2.1 Représentations des algèbres sur une opérade
Soit P une opérade et A une P-algèbre. Si M est un k-module, on peut définir un

nouveau produit de composition P ◦ (A;M) (noté S(P, A;M) par Fresse [Fre09]) :

(2.2.2) P ◦ (A;M) =
⊕
n

P(n)⊗Sn

 n⊕
i=1

A⊗ . . . M︸︷︷︸
position i

. . .⊗A


Définition 2.2.3. Une représentation de A, ou un A-module, est un k-module M
muni de deux morphismes µ : P ◦ (A;M) → M et η : M → P ◦ (A;M) vérifiant des
conditions d’associativité et d’unité.

Comme dans le contexte classique, il existe une notion d’algèbre enveloppante
universelle UP(A), qui est une algèbre associative telle que ses modules à gauche sont
exactement les représentations de A.
Exemple 2.2.4. La table 2.B regroupe ces notions dans les cas classiques (on note
A+ = A⊕ k1 l’extension unitaire).

2.2.5 Dérivations
Il est également possible de définir la notion de dérivations, étant donné une P-algèbre

B
f−→ A au-dessus de A et M un A-module, le module DerA(B,M) est défini comme
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P P-algèbre modules sur l’algèbre UP

Ass algèbre associative A (A,A)-bimodules A+ ⊗Aop+
Com algèbre commutative A A-modules A+
Lie algèbre de Lie g g-modules U(g)

Table 2.B – Exemples de modules et d’algèbres enveloppantes universelles

dans le cas classique. C’est l’ensemble des morphismes d : B →M (dans E) qui vérifient,
en notation abrégée (B agit sur M par f) :

(2.2.6) dξ(b1, . . . , bn) =
∑
±ξ(. . . , dbi, . . .)

Par exemple pour les algèbres commutatives, on demande que d(a ·b) = d(a) ·b+a ·d(b).
Ce foncteur est représentable par le module des différentielles de Kähler Ω1

P(A),
décrit dans les références (f∗M est M muni de sa structure de B-module induite par f) :

(2.2.7) DerA(B,M) ∼= HomB−mod(Ω1
P(B), f∗M)

En règle générale Ω1
P(A) est engendré par des éléments du type ξ(a1, . . . , dak, . . . , an),

où ξ ∈ P(n), ai ∈ A, et dai est un élément formel (avec un d droit) ; c’est en fait un
quotient de P ◦ (A;A). Ces éléments vérifient les relations de dérivation (on peut décrire
Ω1

P(A) comme un coégaliseur). La table 2.C reprend ces notions dans les cas classiques.

P relations Ω1
P

Ass d(ab) = a(db) + (da)b A+ ⊗A⊗A+/ ∼
a⊗ d(bb′)⊗ c ∼ (ab)⊗ db′ ⊗ c+ a⊗ db⊗ (b′c)

Com d(ab) = a(db) + (da)b A+ ⊗A/ ∼
a⊗ d(bc) ∼ (ab)⊗ dc+ (ac)⊗ db

Lie d[u, v] = [du, v] + [u, dv] Ū(g)

Table 2.C – Dérivations et différentielles de Kähler

2.2.8 Définition de l’homologie opéradique
Sous de bonnes conditions, la catégorie des opérades et la catégorie des algèbres sur

une opérade donnée héritent d’une structure de catégorie (semi-)modèle. On peut trouver
un traitement systématique par Berger et Moerdijk [BM03] et Fresse [Fre09].

Plus généralement, la catégorie des opérades forme en fait une catégorie semi-modèle –
voir le théorème 12.2.A de Fresse [Fre09], ainsi que Hinich [Hin97] et Spitzweck [Spi01].
En résumé, les équivalences faibles (resp. fibrations) P→ Q sont les morphismes tels que
P(n)→ Q(n) est une équivalence faible (resp. fibration) pour tout n. Les cofibrations sont
alors les morphismes ayant la LLP par rapport aux fibrations acycliques.
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P (Co)homologie associée

Ass (Co)homologie de Hochschild [Hoc45 ; CE56]
Com (Co)homologie de Harrison [Har62]
Lie (Co)homologie de Chevalley-Eilenberg [CE48]
Poi (Co)homologie de Poisson [Lic77 ; Fre06]

Table 2.D – Exemples de (co)homologies

La structure modèle surM est définie de manière similaire et les opérades cofibrantes
en tant que S-module sont appelées S-cofibrantes. Tous les S-modules sont C-cofibrants,
(= cofibrants dans CN) car l’anneau de base k est un corps et tous les k-modules sont
donc projectifs. Il n’est en revanche pas vrai, même dans ce cas, que tous les S-modules
sont S-cofibrants, surtout en caractéristique positive. Par exemple ni Com ni Lie ne sont
C-cofibrants en caractéristique positive.
Si E est une catégorie modèle monoïdale symétrique, la catégorie PE des algèbres sur

P (où P est une opérade C-cofibrante) hérite également d’une structure (semi-)modèle
[Fre09, 12.3.A]. Les équivalences faibles (resp. fibrations) sont les équivalences faibles
(resp. fibrations) de E , et les cofibrations sont définies par la propriété de relèvement. On
peut donc parler de P-algèbre cofibrante.
Ce sont ces notions qui permettent de définir la (co)homologie des algèbres sur une

opérade (à coefficients dans un module sur l’algèbre). Elle est définie par analogie avec
la cohomologie d’André-Quillen [And74 ; Qui70] et est décrite par Loday et Vallette
[LV12] et Fresse [Fre09].

Définition 2.2.9. Soit P une opérade, A une algèbre sur P, M un module sur A. Soit
QA un remplacement cofibrant de A. L’homologie et la cohomologie sont définies comme :

H∗P (A;M) = H∗(DerP(QA,M)) HP
∗ (A;M) = H∗(M ⊗UP(QA) Ω1

QA
(A))

Ce sont des foncteurs dérivés totaux, respectivement de DerP(·,M) et M ⊗UP(·) Ω1
P(·)

(qui sont des foncteurs (PE ↓ A) → C) et ils vérifient donc les propriétés usuelles des
foncteurs dérivés – le choix de la résolution cofibrante n’affecte pas la classe d’homotopie
du résultat, il existe des suites spectrales de coefficients universels, etc.

Exemple 2.2.10. La table 2.D reprend des exemples de cohomologies définies ainsi. Cette
notion de cohomologie coïncide donc avec plusieurs notions classiques de cohomologies
dans le cadre algébrique. Pour prouver ces résultats, l’idée est de prendre des résolutions
cofibrantes connues (par exemple le complexe bar) pour retrouver ces résultats.
Cette définition ne dépend en particulier pas de la catégorie E choisie – ce ne sont

pas nécessairement des dg-modules, par exemple. On peut ainsi définir la cohomologie
des P-algèbres dansMQ, etc. En particulier comme P est un (P, P)-bimodule, il est donc
possible de définir H∗P (P,M) où M est un module sur P vu comme un P-module à droite ;
on peut même choisir M = P.
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Dans ce mémoire, nous allons d’abord définir un complexe qui calcule la (co)homologie
des n-algèbres de Gerstenhaber en dg-modules, et ensuite généraliser ce complexe aux
modules à droite sur une opérade. Nous verrons comment interpréter cette homologie
comme un complexe de déformations.
Il est également possible de donner une définition pour des opérades topologiques, et

ainsi de parler par exemple de H∗En(X;M), où X est une En-algèbre et M un module
sur X.

2.2.11 Homologies de Hochschild et de Chevalley-Eilenberg
Deux théories homologiques en particulier vont nous intéresser : l’homologie de Hoch-

schild (associée à l’opérade Ass) et l’homologie de Chevalley-Eilenberg (associée à l’opé-
rade Lie).

Hochschild

L’homologie de Hochschild [Hoc45 ; CE56] est l’homologie opéradique des algèbres sur
l’opérade Ass, les algèbres associatives. Elle est définie pour une algèbre associative A et
un (A,A)-bimodule M (ie. une Ass-représentation de A).
Le module sous-jacent au complexe est défini par :

(2.2.12) CHn(A,M) = M ⊗A⊗n

La différentielle b est en trois parties :
— La différentielle d̄ induite par la différentielle interne de A (en règle générale on

peut l’ignorer, elle n’intervient que dans les calculs explicites) ;
— La partie « sans coefficients » b′ : A⊗n → A⊗(n−1) donnée par :

(2.2.13) b′(a1 ⊗ . . .⊗ an) =
∑
i

±(a1 ⊗ . . . aiai+1 . . .⊗ an

— La partie « avec coefficients » b′′ : M ⊗A⊗n →M ⊗A⊗(n−1) donnée par :

(2.2.14) b′′(m⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an) = ma1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ an +±anm⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an−1

On vérifie alors que b′ + b′′ est une différentielle, et on note HH∗(A,M) l’homologie
associée. On peut également définir de manière duale la cohomologie HH∗(A,M) avec
CHn(A,M) = Hom(A⊗n,M) et des différentielles similaires.
Cette homologie s’interprète en termes de foncteurs dérivés (pour rappel UAss(A) =

A⊗Aop) :

(2.2.15) HH∗(A,M) = TorA⊗Aop∗ (A,M) HH∗(A,M) = Ext∗A⊗Aop(A,M)
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Chevalley-Eilenberg

L’homologie de Chevalley-Eilenberg [CE48] est la théorie homologique associée à
l’opérade Lie. Elle est définie pour une algèbre de Lie g et une g-représentation M (de
manière équivalente, un Ug-module). Si k est la représentation triviale de g :

(2.2.16) H∗(g,M) = TorUg
∗ (k,M) H∗(g,M) = Ext∗Ug(k,M)

On peut aussi décrire explicitement un complexe qui calcule l’homologie. Le complexe
homologique est :

(2.2.17) C∗(g,M) = M ⊗ S(Σg)

La différentielle est en deux parties (trois si l’on compte la différentielle interne à g)
∂λ = 1⊗ ∂λ′ + ∂λ

′′ :

∂λ
′(ξ1 . . . ξn) =

∑
i<j

[ξi, ξj ]ξ1 . . . ξ̂i . . . ξ̂j . . . ξn(2.2.18)

∂λ
′′(x⊗ ξ1 . . . ξn) =

∑
i

[m, ξi]⊗ ξ1 . . . ξ̂i . . . ξn(2.2.19)

La version cohomologique est de la forme Hom(S(Σg),M) avec des différentielles
définies de manière similaire.

2.3 Définition du complexe
2.3.1 Complexes bar itérés
Définition 2.3.2. Soit A une dg-algèbre associative. Le complexe bar [EM53] de A
est un complexe BA défini par BA = T c(ΣA) =

⊕∞
n=1(ΣA)⊗n muni d’une différentielle

b′ = δ + ∂ où :
δ(a1, . . . , an) =

∑
±(a1, . . . , dAai, . . . , an)

∂(a1, . . . , an) =
∑
±(a1, . . . , aiaj , . . . , an)

Les signes sont donnés par la convention de Koszul. Si A est non graduée (ie. concentrée
en degré 0 avec dA = 0), on reconnaît une partie de la définition de l’homologie de
Hochschild. Le complexe bar définit un foncteur AssE → E .

Remarque 2.3.3. On note (a1, a2, . . .) au lieu de (Σa1) ⊗ (Σa2) ⊗ . . . pour alléger les

notations. Il est également pratique de noter ces éléments sous la forme d’arbre . . .21 ,

quand ce à quoi correspondent les indices est clair.
Remarque 2.3.4. Pour l’instant, tout est écrit dans le contexte E = C ; mais les formules
sont en fait encore valides pour des catégories plus générales, en replaçant le produit a · b
par µ(a, b) où µ est l’image du générateur de Ass dans EndA. Les formules sont alors à
traduire en des diagrammes associant les puissances tensorielles de A ∈ E .
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Le module BA est naturellement une cogèbre, avec le coproduit de déconcaténa-
tion :

(2.3.5) ∆(a1, . . . , an) =
∑

(a1, . . . , ai)⊗ (ai+1, . . . , an)

On vérifie sans problème que cela fait de BA une cogèbre différentielle graduée (c’est
la cogèbre conilpotente colibre sur ΣA, d’où la notation T c(ΣA)).
Si A est de plus une algèbre commutative, alors BA est encore muni d’une structure

d’algèbre commutative qui en fait une algèbre de Hopf différentielle graduée [Mac63 ;
Fre11], le produit shuffle :

(2.3.6) (a1, . . . , ai)� (ai+1, . . . , ai+j) =
∑

σ∈Shi,j

(aσ−1(1), . . . , aσ−1(i+j))

Le foncteur B définit ainsi un foncteur ComE → ComE , que l’on peut donc itérer pour
obtenir un foncteur Bn. Il est décrit par Fresse [Fre11].
Remarque 2.3.7. Encore une fois il est pratique de noter les éléments par des arbres. Par
exemple :

((a1, a2, a3), (a4, a5)) =
54321
∈ B2A

On peut également définir un S-module Tn :

(2.3.8) Tn(r) = k 〈arbres à n niveaux et r feuilles étiquetées par Sr〉

Le degré d’un élément de Tn(r) est le nombre de ses sommets (autres que la racine).
On a alors un isomorphisme de modules gradués évident :

(2.3.9) BnA ∼=
∞⊕
r=0

Tn(r)⊗Sr A
⊗r = S(Tn, A) = Tn ◦A

Si maintenant A est une 2-algèbre de Gerstenhaber, ie. munie d’un crochet de degré 1,
l’article [Fre06] (qui appelle « algèbre de Gerstenhaber » ce que nous appelons « 2-algèbre
de Gerstenhaber ») décrit un nouveau crochet sur T c(ΣA), appelé crochet shuffle :

Définition 2.3.10. Soit f = (f1, . . . , fp) et g = (g1, . . . , gq) des éléments de T c(ΣA). Le
crochet shuffle [f, g] est obtenu de la manière suivante :
(i) on effectue le produit shuffle de f et g ;
(ii) on applique le crochet de ΣA à chaque facteur fi ⊗ gj apparaissant.

Proposition 2.3.11. La dg-algèbre commutative BA munie de ce crochet shuffle est une
algèbre de Poisson.

Démonstration. La preuve est exactement identique à celle de Fresse [Fre06], si ce n’est
qu’au lieu de définir un crochet de degré −1 sur BA quand A a un crochet de degré 0,
nous définissons un crochet de degré 0 sur BA quand A a un crochet de degré 1.
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Ce procédé se généralise. Si A est une n-algèbre de Gerstenhaber, le crochet shuffle
ainsi défini sur BA est de degré n− 2, et est compatible aux différentielles et au produit
shuffle – c’est donc une (n− 1)-algèbre de Gerstenhaber. En itérant ce processus :

Proposition 2.3.12. Le foncteur « complexe bar itéré » Bn−1 définit un foncteur

Bn−1 : GernE → PoiE

2.3.13 Homologie de Poisson
L’homologie de Poisson est un cas particulier de l’homologie des algèbres sur une

opérade définie dans la section 2.2. Dans l’article [Fre06], une résolution cofibrante
canonique pour les algèbres de Poisson est introduite, et le résultat est un complexe

(2.3.14) CPoi
∗ (A,M)

à la description « simple » et qui calcule l’homologie de Poisson.
Le module sous-jacent au complexe est M ⊗BA. C’est un bicomplexe, dont les deux

différentielles sont :
— Le bord de Hochschild b = 1⊗ b′ + b′′ ;
— La différentielle de Chevalley-Eilenberg ∂λ = 1⊗ ∂λ′ + ∂λ

′′.
La différentielle de Chevalley-Eilenberg est définie via un isomorphisme de Poincaré-

Birkhoff-Witt. Soit e(1) le premier idempotent Eulérien agissant sur T c(ΣA) [Lod94 ;
Lod89 ; Pat94 ; Fre98]. L’application T c(ΣA) e(1)

−−−→ e(1)T c(ΣA) est isomorphe à la pro-
jection sur le module des indécomposables QT c(ΣA) ∼= Lc(ΣA) pour le produit shuffle,
donc par le théorème de Milnor-Moore (dual) et celui de PBW, il y a un isomorphisme

(2.3.15) T c(ΣA) ∼= S(e(1)T c(ΣA))

Or par des arguments de propriété universelle, QT c(ΣA) est isomorphe à la cogèbre de
Lie colibre Lc(ΣA) (où le cocrochet est induit par le coproduit après antisymétrisation). De
plus, le crochet shuffle induit un crochet de degré −1 qui fait de g = Σ−1Lc(ΣA) = ΛLc(A)
une bigèbre de Lie. En conclusion,

(2.3.16) T c(ΣA) ∼= S(Σg)

où g est une algèbre de Lie. C’est exactement le module sous-jacent au complexe de
Chevalley-Eilenberg de g, que l’on peut donc munir de la différentielle de Chevalley-
Eilenberg ∂λ′, qui se transporte par isomorphisme sur BA. Alors on obtient ainsi un
bicomplexe d’après un théorème de Fresse [Fre06].
En remontant les définitions, on peut décrire ∂λ′ :

(2.3.17) ∂λ
′
(
e(1)u1 � . . .� e(1)us

)
=
∑
i<j

± . . .� e(1)[ui, uj ]� . . . e(1)ûj . . .

où chaque ui ∈ T c(ΣA), le crochet étant le crochet shuffle.
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La partie « avec coefficients » ∂λ′′ se décrit de manière similaire :

(2.3.18) ∂λ
′′
(
m⊗ e(1)u1 � . . .� e(1)us

)
=
∑
±[m, e(1)ui]⊗ . . . e(1)ûi . . .

Où [m, e(1)u] =
{

[m, f ] u = (f)
0 sinon

.

Théorème 2.3.19 (Fresse [Fre06, p. 1.3.12]). Le bicomplexe (M ⊗BA, b, ∂λ) calcule
l’homologie de Poisson.

La version cohomologique de ce théorème considère le complexe HomC(BA,M) avec
les différentielles b et ∂λ induites.

2.3.20 Le complexe
La proposition 2.3.12 montre que si A est une Gern algèbre, alors Bn−1A est une

algèbre de Poisson. Cela permet de définir une partie du complexe qui calcule l’homologie
de Gerstenhaber :

(2.3.21) CPoi
∗ (Bn−1A,k) = (BnA, b′ + ∂λ

′)

La différentielle b′ a une description étagée. En effet, b′ : BA→ BA fait intervenir à
la fois la différentielle interne de A et le produit de A. Quand on itère la construction
Bn−1A, des produits shuffle apparaissent à tous les niveaux. Sur les premiers niveaux,
ils agissent sur les arbres, et mélangent les enfants successifs de chaque sommet ; sur le
dernier niveau, ils multiplient entre eux les éléments successifs ; enfin, la dernière partie
fait agir la différentielle interne à A (avec des signes adaptés. Par exemple (tous les signes
se déduisent de la règle de Koszul) :

b′

 4321
 =

4321
+

4231
+

2431
+

2413
+

2143

+
4312

+
3421

+
432d1

+
43d21

+
4d321

+
d4321

La partie avec coefficients est différente. En effet, si M est une représentation de la
Gern-algèbre A, ce n’est pas forcément une représentation (en tout cas pas de manière
canonique) de l’algèbre de Poisson Bn−1A. Il est cependant possible de définir b′′ et ∂λ′′
tels que 1⊗ b′ + b′′ et 1⊗ ∂λ′ + ∂λ

′′ soient des différentielles et forment un bicomplexe.
Si a ∈ Bn−1A, on définit Rn−1a =

∑
a′ ⊗ a′′ ∈ A ⊗ Bn−1A comme étant la somme,

pour chaque sous-arbre de dernier niveau, du premier (resp. du dernier) élément du
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sous-arbre tensorisé avec l’arbre où l’on a enlevé le premier (resp. le dernier) élément
du sous-arbre (voir la section 4.3.1 pour une définition précise). On définit alors (ai ∈
Bn−1A, ui ∈ Bn−1A) :

(2.3.22)

b′′(m⊗ (a1, . . . , as)) =
∑
i

∑
Rn−1(ai)

±a′im⊗ (. . . a′′i . . .)

∂λ
′′(m⊗ e(1)u1 � . . .� e(1)us) =

∑
i

∑
Rn−1(ui)

±[m,u′i]⊗ (. . . e(1)u′′i . . .)

Cette action ne fait pas de M une représentation de Poisson de Bn−1A : elle n’est pas
compatible avec le produit shuffle, par exemple. Néanmoins, le module M ⊗BnA muni
de b = 1⊗ b′ + b′′ et ∂λ = 1⊗ ∂λ′ + ∂λ

′′, est un bicomplexe. Les calculs sont identiques à
ceux de Fresse [Fre06] ; le seul point à vérifier est que b et e(1) commutent, ce qui sera
fait dans la section 4.3.13. On note

(2.3.23) CPoi
∗ (Bn−1M,A)

le complexe ainsi défini. On note également

(2.3.24) C∗Poi(Bn−1M,A) = HomUGern (A)(CPoi
∗ (Bn−1A,UGern(A)),M)

où UGern(A) est l’algèbre enveloppante dans la catégorie GernE . Les homologies de ces
complexes sont notées respectivement HPoi

∗ (Bn−1A,M) et H∗Poi(Bn−1A,M) (même si M
n’est pas une représentation de Poisson de Bn−1A). Le chapitre 4 contient une description
explicite des différentielles en termes d’arbres. Nous allons prouver :

Théorème A. Soit A une Gern-algèbre et M une représentation de A, alors :

HPoi
∗ (Bn−1A,M) ∼= Σn−1HGern

∗ (A,M) H∗Poi(Bn−1A,M) ∼= Σn−1H∗Gern(A,M)
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3 Validation de la construction du complexe

Le but de ce chapitre est de montrer que le complexe

(CPoi
∗ (Bn−1A,M), b+ ∂λ)

défini précédemment calcule l’homologie de Gerstenhaber HGern
∗ (A,M), et de même pour

la cohomologie.

3.1 Cas des coefficients triviaux
Nous commençons par considérer le cas d’une algèbre libre et de coefficients triviaux.

Soit A = Gern ◦X, alors d’après le théorème 1.4.8, A = S(Σ1−nL(Σn−1X)). Il faut donc
calculer l’homologie du complexe total associé au bicomplexe :

(3.1.1) CPoi
∗ (Bn−1A,k) = (BnA, b′, ∂λ

′)

La suite spectrale associée au bicomplexe converge vers l’homologie que nous cherchons
à calculer (c’est une suite dans le premier quadrant, l’anneau de base est un corps).
La page E0 de la suite spectrale est le même module muni du bord de Hochschild :

(BnA, b′). D’après Fresse [Fre11, Proposition 6.3], l’homologie de ce complexe est
E1 = S(ΣL(Σn−1X)), et il est muni de la différentielle induite par ∂λ. Montrons que cette
différentielle induite est (à suspension près) la différentielle du complexe de Chevalley-
Eilenberg de L(Σn−1X).
La différentielle induite est définie de la manière suivante. Il y a un quasi isomor-

phisme [Fre11] :

(3.1.2) ∇ : S(ΣL(Σn−1X))→ BnA

Posons g = Σ−1Lc(ΣBn−1A). Le diagramme commutatif suivant définit ∂λ′ sur BnA
et donc d sur E1 :

(3.1.3)

S(Σg) S(Σg)

BnA BnA

S(ΣL(Σn−1X)) S(ΣL(Σn−1X))

δCE

γ∼= γ∼=
∂λ
′

∇ ∼

d

∇ ∼

Soit � le produit shuffle sur BnA. γ et ∇ sont des morphismes d’algèbre. Soit
x1, . . . , xs ∈ ΣL(Σn−1X), nous voulons donc calculer d(x1 . . . xs). Soit x̄i = ∇(xi) ∈ BnA :
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c’est l’élément de BnA qui correspond à un arbre à une feuille, xi vu comme un élément
de A (après suspension).

∇(x1 . . . xs) = x̄1 � . . .� x̄s(3.1.4)

∂λ
′∇(x1 . . . xs) =

∑
±x̄1 � . . . γ

[
γ−1(x̄i), γ−1(x̄j)

]
. . .� x̄s(3.1.5)

Mais γ
[
γ−1(x̄i), γ−1(x̄j)

]
= [xi, xj ]. En effet sur les arbres à une feuille toutes les ap-

plications préservent le crochet, e1(f) = (f), et g→ Bn−1A est un morphisme d’algèbres
de Lie. Le dernier élément dans l’égalité précédente est donc égal à ∇(δCE(x1 . . . xs)),
d’où nous concluons d = δCE .
Le complexe de Chevalley-Eilenberg d’une algèbre de Lie libre est acyclique, donc la

suite spectrale dégénère au rang 2 et finalement :

(3.1.6) HPoi
∗ (Bn−1A,k) = ΣnX

Or d’après le lemme de Fresse [Fre06, §1.2.7] adapté au cas gradué, on trouve
(A est une algèbre de Gerstenhaber libre) Ω1

Gern(A) ∼= UGern(A) ⊗ ΣX. En particulier
k⊗UGern (A) Ω1

Gern(A) = ΣX. D’où le résultat voulu :

Proposition 3.1.7. Il existe un quasi-isomorphisme :

CPoi
∗ (Bn−1A, k) = (BnA, d′) ∼−→ ΣnX ∼= Σn−1Ω1

Gern(A)⊗UGern (A) k

3.2 Cas M = UGern
(A) et A libre

On considère toujours le cas A = Gern ◦ X libre sur X. Construisons un quasi-
isomorphisme de UGern(A)-modules, naturel en A :

(3.2.1) C(A) = CPoi
∗ (Bn−1A,UGern(A))→ Σn−1Ω1

Gern(A)

3.2.2 Définition du morphisme
Soit π : BnA→ ΣnA la projection sur les arbres à une seule feuille. C’est un morphisme

(de dg-modules différentiels gradués) naturel en A. Le morphisme ΣA → Ω1
Gern(A),

Σa 7→ da est également naturel en A. La composition de ces deux morphismes donne un
morphisme BnA→ Σn−1Ω1

Gern(A) qui induit finalement un morphisme :

(3.2.3) φ : CPoi
∗ (Bn−1A,UGern(A)) = BnA⊗ UGern(A)→ Σn−1Ω1

Gern(A)

Montrons que ce morphisme est un quasi-isomorphisme pour toute algèbre libre
A = Gern ◦X. Dans ce cas UGern(A) ⊗ ΣX ∼= Ω1

Gern(A) comme UGern(A)-modules, via
l’isomorphisme α(u ⊗ Σx) = u · dx. Il suffit de montrer que ψ = α−1φ est un quasi-
isomorphisme.
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Proposition 3.2.4. Le morphisme ψ (de manière équivalente, φ) envoie la différentielle
d sur zéro et définit donc un morphisme de dg-modules.
Démonstration. Soit a ∈ BnA, u ∈ UGern(A). Un examen de b(a ⊗ u) montre que
φ(b(a ⊗ u)) = 0, sauf éventuellement si a a exactement deux feuilles, et que ces deux
feuilles sont dans le même sous-arbre de dernier niveau (ie. a =

(
. . . ,

(
a1, a2

)
, . . .

)
avec

a1, a2 ∈ A). En effet, dans le cas contraire, tous les arbres qui apparaissent ont au moins
deux feuilles, et sont envoyés sur 0 par π. Dans ce cas, nous avons alors, aux signes près :

(3.2.5) φ(b(a⊗ u)) = u · d(a1a2) + a1u · da2 + a2u · da1

Et donc le résultat est nul (d est une dérivation par rapport au produit).
De la même manière soit φ′ :

(3.2.6) φ′ : S(e1T c(ΣBn−1A))⊗ UGern(A)→ Σn−1Ω1
Gern(A)

Et de même φ′(∂λ(z ⊗ u)) = 0 sauf éventuellement si z = e2(a1, a2) où a1, a2 ∈ Bn−1A
ont exactement une feuille chacun (notées respectivement a1, a2). Dans ce cas, aux signes
près :

(3.2.7) φ′(∂λ(e2(a1, a2)⊗ u)) = [u, a1] · da2 + [u, a2] · da1 + u · d[a1, a2]

Or d est une dérivation par rapport au crochet, et [u, a] ·db = u · [a, db]. Donc le résultat
est nul.

3.2.8 Définition de la filtration et de la suite spectrale
Il y a une graduation en poids sur UGern(A) pour A = Gern ◦X venant de [Fre09, §4] :

(3.2.9) UGern(A) = Gern{1} ◦X =
∞⊕
r=0

Gern(r + 1)⊗Sr X
⊗r

La notation M{1} désigne la désuspension d’un S-module : les éléments d’arité
r + 1 passent en arité r. Sr agit sur M(r + 1) via l’injection Sr ↪→ Sr+1 induite par
{1, . . . , r} ↪→ {1, . . . , r + 1} (la « dernière variable » reste fixe). Par la suite on appellera
r « l’arité en X » dans UGern(A).
De manière informelle, UGern(A) est engendré par des monômes p(x1, . . . , xr, ·) pour

p ∈ Gern(r + 1), xi ∈ X et · est une variable supplémentaire de position représentant
l’action de A sur une représentation. Par exemple µ(x, ·) ∈ UGern(A) est l’élément de
UGern(A) qui agit sur les représentations de A par multiplication à gauche par x, idem
pour [x, ·].
Cette graduation en poids induit une filtration décroissante sur UGern(A) :

(3.2.10) FsUGern(A) =
∞⊕
r=s

Gern(r + 1)⊗Sr X
⊗r

Ce qui induit une filtration sur le module

(3.2.11) C(A) = CPoi
∗ (Bn−1A,UGern(A)) = BnA⊗ UGern(A)

donnée par FsC(A) = BnA⊗ FsUGern(A).
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Proposition 3.2.12. La différentielle d = b+∂λ est compatible avec la filtration FsC(A).

Démonstration. La composante « sans coefficients » b′ ne touche pas à la partie en
UGern(A) donc laisse la filtration inchangée. Si a ∈ BnA, u ∈ UGern(A), alors b′′(a ⊗ u)
est de la forme

∑
a′ ⊗ a′′u, où le poids de a′′ ∈ A en X est strictement positif. Donc b′′

augmente (strictement) la filtration, en particulier b′′(FsC(A)) ⊂ Fs+1C(A) ⊂ FsC(A).
De même soit C(A) ∼= S(Lc(ΣBn−1A))⊗UGern(A) muni de la même filtration. La partie

∂λ
′ de la différentielle ne touche pas à la partie UGern(A) donc laisse la filtration inchangée.

Si z ∈ S(Lc(ΣBn−1A)) et u ∈ UGern(A), alors ∂λ′′(z⊗u) est de la forme
∑
z′⊗[z′′, u] pour

z′′ ∈ A de poids en X strictement positif, donc ∂λ′′ augmente strictement la filtration.

Cette filtration induit donc bien un complexe filtré (F∗C(A), d). Soit (ErC(A), dr) la
suite spectrale associée.

Rappelons que ψ(a⊗ u) = α−1(u · d(πa)). La filtration sur ΣnX ⊗UGern(A) est encore
la filtration induite par celle sur UGern(A).

Proposition 3.2.13. ψ est compatible avec les filtrations :

ψ(FsC(A)) ⊂ ΣnX ⊗ FsUGern(A)

Démonstration. Soit a⊗u ∈ FsC(A), montrons ψ(a⊗u) ∈ ΣnX⊗FsUGern(A). Si πa = 0
alors c’est clair. Sinon, a est un arbre à une feuille, notée a. Par récurrence sur le poids
en X de a :
— Si a = x est un monôme en X, alors ψ(a⊗ u) = x⊗ u et la filtration est respectée.
— Si a = bc est un produit où b et c ont des poids strictement positifs, alors

φ(bc⊗ u) = u · d(bc)
= u · (db)c+ u · b(dc)
= (uc) · db+ (ub) · dc
= φ(c⊗ ub) + φ(b⊗ uc)

(3.2.14)

On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence.
— Le cas a = [b, c] est identique (d est aussi une dérivation par rapport au crochet).

Le morphisme ψ envoyait de plus la différentielle de C(A) sur la différentielle de
ΣnX ⊗ UGern(A), à savoir zéro. Soit E∗(Ω1

Gern(A)) la suite spectrale (triviale) associée à
ΣnX ⊗ UGern(A). Alors ψ induit un morphisme de suites spectrales :

(3.2.15) ψ : E∗(C(A))→ E∗(Ω1
Gern(A))

3.2.16 Calcul de E1C(A)
D’après les définitions,

(3.2.17) E0
sC(A) = FsC(A)/Fs+1C(A) ∼= BnA⊗ UGern(A)(s)
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où UGern(A)(s) est le sous-module de UGern(A) constitué des éléments ayant une arité en
X exactement égale à s.
Par ce qui précède, la différentielle d0 est égale à la différentielle d′ agissant sur BnA,

ie.

(3.2.18) E0C(A) = (BnA, d′)⊗ UGern(A)

(la partie d′′ augmente strictement l’arité en X, donc arrive dans Fs+1C(A)). Nous
sommes donc réduits au cas sans coefficients. Par la section 3.1, nous obtenons donc :

(3.2.19) E1C(A) ∼= ΣnX ⊗ UGern(A)

Grâce au calcul de H∗(BnA, d′), ψ induit l’identité sur ΣnX ⊗ UGern(A). En effet, la
partie b′ de la différentielle consistait à remonter ∇, donc en fait à projeter sur les arbres
à une feuille. La partie ∂λ′ utilisait l’acyclicité du complexe de CE d’une algèbre libre,
donc gardait uniquement la composante linéaire. C’est exactement la description du
morphisme ψ.
Le morphisme de complexes filtrés ψ induit donc un isomorphisme E1C(A) ∼−→

E1(Ω1
Gern(A)), donc [McC01, Theorem 3.4] il induit un isomorphisme sur toutes les

pages suivantes. Or E∗(Ω1
Gern(A)) est triviale, donc ErC(A) dégénère au rang 1, et donc

E1C(A) = E∞C(A). Finalement :

Proposition 3.2.20. Le morphisme ψ induit un isomorphisme sur les pages E∞ des
suites spectrales.

3.2.21 ψ est un quasi-isomorphisme
Reste à voir que cela implique que ψ est un quasi-isomorphisme. Rappelons (2.3.9) que

BnA =
⊕∞

r=0 T
n(r) ⊗Sr A

⊗r = Tn ◦ A où Tn est le S-module des arbres à n niveaux.
Comme A = Gern ◦X, on a alors :

(3.2.22) BnA =
∞⊕
r=0

(Tn ◦ Gern)(r)⊗Sr X
⊗r

Il y a une graduation en poids sur BnA (qui correspond encore à l’arité en X) :

(3.2.23) (BnA)(i) = (Tn ◦ Gern)(i)⊗Si X
⊗i

La graduation totale en poids (en X) sur C(A) (où UGern(A)(j) a été défini précédem-
ment) est donc :

(3.2.24) C(A)(k) =
⊕
i+j=k

(BnA)(i) ⊗ UGern(A)(j)

Soit FsC(A)(k) = C(A)(k) ∩ FsC(A). En reprenant la preuve de la proposition 3.2.12,
on voit que d préserve le poids total en X (dans la preuve, le poids de a est égal à la
somme des poids de a′ et a′′, de même pour z). Il y a donc un scindage du module
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différentiel gradué filtré C(A) en C(A) =
⊕

k C(A)(k). De même pour ΣnX ⊗ UGern(A),
et ψ est compatible avec ce scindage (même preuve que la proposition 3.2.13) :
ψ induit toujours un isomorphisme sur les pages E1 des suites spectrales associées. Or

la filtration sur C(A)(k) est bornée : Fk+1C(A)(k) = 0. Donc d’après McCleary [McC01,
Theorem 3.5], ψ est un quasi-isomorphisme C(A)(k) ∼−→ (ΣnX ⊗ UGern(A))(k), et ce pour
tout k. Comme H∗(C(A), d) =

⊕
kH∗(C(A)(k), d) (la graduation est compatible avec la

différentielle donc la suite spectrale est scindée), on obtient finalement :

Proposition 3.2.25. Pour toute algèbre libre A = Gern ◦ X, il y a un quasi-iso-
morphisme :

(3.2.26) ψ : CPoi
∗ (Bn−1A,UGern(A)) ∼−→ ΣnX ⊗ UGern(A) ∼= Σn−1Ω1

Gern(A)

3.3 Passage aux algèbres cofibrantes
Considérons pour le moment E = C la catégorie des dg-modules. La catégorie GernE des

Gern-algèbres est munie de la structure de catégorie modèle définie par Fresse [Fre09,
§12.3] ; en particulier les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes.
Nous disposons de deux foncteurs GernE → E :

C(A) = CPoi
∗ (Bn−1A,UGern(A)) = (BnA⊗ UGern(A), d) Ω1

Gern(A)(3.3.1)

Et d’une transformation naturelle définie par l’équation (3.2.3) pour toutes les Gern-
algèbres :

(3.3.2) C Σn−1Ω1
Gern(·)φ

Proposition 3.3.3. Cette transformation naturelle induit un quasi-isomorphisme pour
toute Gern-algèbre cofibrante Ã :

C(Ã) ∼−→ Σn−1Ω1
Gern(Ã)

Démonstration. La section 3.2 montre que φ est un quasi-isomorphisme pour toute
algèbre libre A Alors la théorie générale de Fresse [Fre09] implique que φ donne un
quasi-isomorphisme pour toute algèbre cofibrante Ã ∈ GernE de la manière suivante :
La construction du foncteur C est valable dans n’importe quelle catégorie monoïdale

symétrique E au-dessus de C (voir la section 5.3), et elle est induite par un Gern-module à
droite. Ce module est C(Gern), où Gern est vu comme une Gern-algèbre dans la catégorie
des Gern-modules à droite. En d’autres termes :

(3.3.4) C(A) = C(Gern) ◦Gern A

Il est montré dans Fresse [Fre09] que le foncteur Ω1
Gern(·) est représenté par un

Gern-module à droite, à savoir Ω1
Gern(Gern) ∈ EGern :

(3.3.5) Ω1
Gern(A) = Ω1

Gern(Gern) ◦Gern A
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Donc si A = Gern ◦X est une Gern-algèbre libre, on obtient alors :

C(A) = C(Gern) ◦X Ω1
Gern(A) = Ω1

Gern(Gern) ◦X(3.3.6)

La section 5.3.4 montre qu’il existe toujours un quasi-isomorphisme dans ce cas (la
section 5.3.4 n’utilise pas le reste de la section actuelle) :

(3.3.7) C(Gern) ◦X ∼−→ Ω1
Gern(Gern) ◦X

Ceci est valable pour tout X ∈ E , pour toute catégorie monoïdale symétrique E
au-dessus de C. En particulier cela s’applique à E = M, X = I, et on a ainsi un
quasi-isomorphisme C(Gern) ∼−→ Σn−1Ω1

Gern(Gern).
Alors le théorème 15.2.A(a) de Fresse [Fre09] montre ce quasi-isomorphisme induit

un quasi-isomorphisme :

(3.3.8) C(A) ∼−→ Σn−1Ω1
Gern(A)

pour toute Gern-algèbre cofibrante A (le corps de base est de caractéristique nulle, donc
les modules à droite impliqués sont bien S-cofibrants et le théorème s’applique).

3.4 Coefficients quelconques
3.4.1 Résolution cofibrante
Soit A ∈ GernE une algèbre quelconque, et soit p : QA

∼−→ A une résolution cofibrante
de A. Il y a donc un quasi-isomorphisme

(3.4.2) φ : C(QA) ∼−→ Σn−1Ω1
Gern(QA)

Le foncteur d’extension des scalaires UGern(A) ⊗UGern (QA) · préserve les quasi-iso-
morphismes entre modules cofibrants sur UGern(QA) (c’est un adjoint de Quillen à gauche).
Le module Ω1

Gern(QA) est cofibrant sur UGern(QA) d’après Fresse [Fre09, §13.1.9].

Proposition 3.4.3. Le module C(A) est cofibrant comme UGern(A)-module pour toute
Gern-algèbre A.

Démonstration. C(A) = (BnA ⊗ UGern(A), d) est quasi-libre (on travaille sur un corps
donc BnA est bien libre sur k) donc c’est bien un UGern(A)-module cofibrant.

Donc φ induit un quasi-isomorphisme entre modules cofibrants sur UGern(A) :

(3.4.4) CPoi
∗ (Bn−1QA,UGern(A)) ∼−→ Ω1

Gern(QA)⊗UGern (QA) UGern(A)

Proposition 3.4.5. Il y a un quasi-isomorphisme :

CPoi
∗ (Bn−1QA,UGern(A)) ∼−→ CPoi

∗ (Bn−1A,UGern(A))
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Démonstration. Définissons la filtration croissante sur CPoi
∗ (Bn−1A,UGern(A)) = C(A) =

(BnA⊗ UGern(A), d) :

(3.4.6) FsC(A) =
s⊕
r=0

Tn(r)⊗A⊗r ⊗ UGern(A)

Cette filtration est compatible avec les différentielles (elles diminuent ou laissent
constant le poids en A dans BnA). Soit E∗C(A) la suite spectrale associée.

Posons CQ(A) = CPoi
∗ (Bn−1QA,UGern(A)) = (BnQA ⊗ UGern(A), d), muni d’une filtra-

tion similaire. Alors le morphisme CQ(A)→ C(A) induit par p est compatible avec les
filtrations (il ne change pas la structure des arbres). Il est également compatible avec
les différentielles : c’est par définition p qui donne l’action de QA sur UGern(A). Donc p
induit un morphisme de suites spectrales E∗p : E∗CQ(A)→ E∗C(A).
Par le lemme 3.4.8, E0

sp est un quasi-isomorphisme, donc p induit un isomorphisme
au niveau des pages E1. Or l’anneau de base k est un corps de caractéristique nulle,
et il s’agit d’une suite spectrale dans le premier quadrant, donc d’après les théorèmes
généraux sur les suites spectrales [McC01], p induit un quasi-isomorphisme :

(3.4.7) CPoi
∗ (Bn−1QA,UGern(A)) ∼−→ CPoi

∗ (Bn−1A,UGern(A))

Lemme 3.4.8. Soit s fixé, alors le morphisme E0
sp : (E0

sCQ(A), d0
s)→ (E0

sC(A), d0
s) est

un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On a :

(3.4.9) E0
sC(A) ∼= Tn(s)⊗A⊗s ⊗ UGern(A)

Il y a une graduation sur Tn(s) par le nombre de nœuds : soit Tn(s, ν) le sous-module
de Tn(s) engendré par les arbres ayant exactement ν nœuds. Par exemple

(3.4.10)
54321
∈ T 2(5, 3)

Alors

(3.4.11) Tn(s) =
r−1⊕
ν=0

Tn(s, ν)

Cela induit la filtration bornée suivante sur E0
sC(A) (et de manière similaire pour

QA) :

(3.4.12) Fν
(
E0
sC(A)

)
=
⊕
ν′≤ν

Tn(s, ν ′)⊗A⊗s ⊗ UGern(A)

On vérifie sans problèmes que cette filtration est respectée par d0, et soit (E∗, δ∗)
(respectivement (E∗Q, δ∗Q)) les suites spectrales associées. Le morphisme E0

sp respecte
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également la filtration (et la différentielle), donc il induit un morphisme entre les suites
spectrales E∗Q → E∗.

On a E0
ν = Tn(s, ν)⊗A⊗s ⊗UGern(A). Par un calcul immédiat (les autres parties de la

différentielle diminuent strictement le nombre de nœuds), pour t ∈ Tn(s, ν), ai ∈ A et
u ∈ UGern(A) :

(3.4.13) δ0(t⊗ a1 ⊗ . . .⊗ as ⊗ u) = t⊗

(∑
i

±a1 ⊗ . . .⊗ dai ⊗ . . .⊗ as

)
⊗ u

Comme k est un corps, la formule de Künneth implique (et de même pour QA) :

(3.4.14) E1 = Tn(s)⊗H∗(A)⊗s ⊗ UGern(A)

Or p est un quasi-isomorphisme, donc E0
sp induit un isomorphisme au niveau des pages

E1. Les filtrations F sont bornées (c’est le point important), donc

(3.4.15) E0
sp : (E0

sCQ(A), d0
s)→ (E0

sC(A), d0
s)

est un quasi-isomorphisme.

Proposition 3.4.16. Il y a un zigzag de quasi-isomorphisme entre modules cofibrants
sur UGern(A) :

CPoi
∗ (Bn−1A,UGern(A))

CPoi
∗ (Bn−1QA,UGern(A))

Σn−1Ω1
Gern(QA)⊗UGern (QA) UGern(A)

∼

∼

3.4.17 Coefficients
Soit M une représentation de A. Les deux foncteurs

M ⊗UGern (A) · HomUGern (A)(·,M)(3.4.18)

préservent les quasi-isomorphismes entre modules cofibrants sur UGern(A) (ce sont des ad-
joints à gauche de Quillen). En appliquant ces foncteurs au zigzag de la proposition 3.4.16,
les modules suivants sont quasi-isomorphes :

CPoi
∗ (Bn−1A,M) ' Σn−1Ω1

Gern(QA)⊗UGern (QA) M

C∗Poi(Bn−1A,M) ' HomUGern (QA)(Σn−1Ω1
Gern(QA),M)

(3.4.19)

Par définition, les complexes de droite calculent respectivement l’homologie et la
cohomologie de Gerstenhaber. Le calcul de l’homologie de ces complexes donne alors :
Théorème A. Soit A une Gern-algèbre et M une représentation de A, alors :

HPoi
∗ (Bn−1A,M) ∼= Σn−1HGern

∗ (A,M) H∗Poi(Bn−1A,M) ∼= Σn−1H∗Gern(A,M)
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4 Extension de la construction du complexe

Soit A une Gern-algèbre (dans la catégorie des dg-modules) et M une représentation
de A. Nous avons défini un complexe qui calcule H∗Gern(A,M) :

C∗Poi(Bn−1A,M) = (HomC(BnA,M), d)

Dans ce chapitre, nous étendons cette construction à un cas plus général, celui des
bimodules abéliens sur Gern.

4.1 Bimodules abéliens
Définition 4.1.1. Soit A,M ∈ C deux objets dans une catégorie monoïdale symétrique.
Le S-module des morphismes EndA,M est :

EndA,M (n) = HomC(A⊗n,M)

En particulier, si M = A, alors EndA,A = EndA est une opérade. En règle générale ce
ne sont pas des endomorphismes, malgré la notation.

Définition 4.1.2. Un bimodule abélien (aussi appelé bimodule infinitésimal par cer-
tains auteurs) sur une opérade P est un S-module M muni de deux familles d’opérations :

◦i : M(n)⊗ P(m)→M(n+m− 1)
◦i : P(n)⊗M(m)→M(n+m− 1)

vérifiant des propriétés d’associativité, d’unitalité et de compatibilité.

Un P-bimodule abélien est automatiquement un module à droite sur P (en posant
m(ξ1, . . . , ξk) = ((m ◦1 ξ1) ◦r1+1 ξ2) ◦r1+r2+1 . . .), mais ce n’est pas nécessairement un
module à gauche sur P (⇐⇒ P-algèbre).

Proposition 4.1.3. Si A est une P-algèbre et M est une représentation de A, alors
EndA,M est un P-bimodule abélien.

Démonstration. Les morphismes de structure sont définis, en notation point par point,
par (f ∈ EndA,M , p ∈ P) :

(4.1.4)
(f ◦i p)(a1, . . . , an+m−1) = f(a1, . . . , p(ai, . . . , ai+m−1), . . . , an+m−1)
(p ◦i f)(a1, . . . , an+m−1) = p(a1, . . . , f(ai, . . . , ai+m−1), . . . , an+m−1)
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Remarque 4.1.5. Cette proposition a une réciproque. On remarque dans la première
formule que la structure de P-algèbre sur A induit automatiquement une structure de
P-module à droite sur EndA,M ; c’est uniquement dans le deuxième morphisme de structure
que la représentation M de A intervient.

Soit donc A une P-algèbre, alors une structure de A-représentation surM est exactement
équivalente à une structure de P-bimodule abélien sur EndA,M qui étend la structure de
P-module à droite induite par A. La proposition fournit l’une des implications. Dans
l’autre direction :

◦i : P(r)⊗ EndA,M (0)︸ ︷︷ ︸
HomE(A⊗0,M)∼=M

→ EndA,M (r − 1)

⇐⇒ P(r)⊗Sn

(
A⊗ . . .⊗ M︸︷︷︸

i

⊗ . . .⊗A

)
→M

qui donnent le morphisme de structure P ◦ (A;M)→M voulu (les axiomes de bimodule
abélien impliquent que le morphisme vérifie toutes les propriétés voulues).

4.2 Idée du chapitre
Quand A est une Gern-algèbre et M une représentation, on dispose d’une différentielle

d = b+ ∂λ sur HomC(BnA,M), ce qui est équivalent, par adjonction (cf. (2.3.9)), à une
différentielle d sur HomM(Tn, EndA,M ), où Tn est le S-module des arbres de hauteur n.
On dispose en fait de cette différentielle pour chaque structure de bimodule abélien

sur EndA,M .
Le but est de définir une différentielle dZ = d = b+ ∂λ sur HomM(Tn, Z) et ce pour

tout bimodule abélien Z sur Gern, et qui se spécialiserait dans le cas Z = EndA,M en
celle sur C∗Poi(Bn−1A,M). Le résultat est un complexe :

(4.2.1) C(Z) = (HomM(Tn, Z), b+ ∂λ)

La différentielle est en quatre parties : b′, ∂λ′, b′′, ∂λ′′ qui correspondent au bord de
Hochschild et à la différentielle de Chevalley-Eilenberg, sans et avec coefficients. Nous
allons les définir une par une.

Définition 4.2.2. Un cas particulier important est le cas où Z = P est une opérade et
où la structure de bimodule abélien provient d’un morphisme Φ : Gern → P (en effet
dans ce cas, P est un bimodule sur Gern, et on dispose de l’unité η : I → P, donc c’est un
bimodule abélien 1). Dans le cas P = EndA où A est une Gern-algèbre, on retrouverait
alors le complexe C∗Poi(Bn−1A,A). Ce complexe est alors noté :

CΦ(P) = (HomM(Tn, P), b+ ∂λ)

1. En général un Q-bimodule X n’est pas nécessairement un Q-bimodule abélien : il faut que X(1)
contienne l’unité pour l’injecter dans γ : Q(r)⊗X(k1)⊗ . . .⊗X(kr)→ X(

∑
ki).
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4.3 Définition des différentielles
4.3.1 Bord de Hochschild
Sans coefficients

Soit α ∈ HomM(Tn, Z) et t ∈ Tn(r), on veut donc calculer (b′α)(t).
On a la relation Tn = Tn−1 ◦ T 1. Soit δ1 la différentielle bar itérée agissant sur Tn−1.

On va écrire (b′α)(t) comme une somme :

(4.3.2) (b′α)(t) = α((δ1 ◦ id)t) + (δ2α)(t)

Soit k[Z] = k[u, u−1] l’algèbre du groupe Z, dont on note k := uk (k ∈ Z) les générateurs.
On va définir par récurrence Fn : Tn(r)→ k[Z]⊗Tn(r−1), qui va consister à « fusionner »
deux arêtes successives et à garder la position de la fusion.
— Dans le cas n = 1 :

(4.3.3) F1

(
r...1
)

=
n∑
i=1

i⊗ n...î+ 1...1

— Soit t = (t1, . . . , ts) ∈ Tn+1(r), ti ∈ Tn(ri),
∑
ri = r. Soit Fn(tj) =

∑
(tj) k

′
j ⊗ t′′j .

Alors on définit :

(4.3.4) Fn+1(t) =
∑
j

∑
(tj)

∑
i<j

ri + k′j

⊗ (t1, . . . , t′′j , . . . , ts)

Exemple 4.3.5.

F2

 54321
 = 1⊗

5431
+ 2⊗

5421
+ 4⊗

4321

On définit alors, si t ∈ Tn(r) et Fn(t) =
∑

(t) k
′ ⊗ t′′ :

(4.3.6) (δ2α)(t) = α(t′′) ◦k′ m

Exemple 4.3.7. Au lieu d’écrire le ◦?m, il est directement mis dans l’arbre :

(b′α)

 54321
 = α

 54321
+ α

(
autres shuffles (123; 45)

)

+α

 543m(1,2)
+ α

 54m(2,3)1
+ α

 m(4,5)321

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Coefficients

On va définir par récurrence Rn : Tn(r)→ k[Z]⊗Tn(r− 1). Ce morphisme correspond
à retirer soit le premier, soit le dernier noeud de chaque sous-arbre de dernier niveau, et
à donner son numéro dans l’arbre.
— Dans le cas n = 1 :

(4.3.8) R1

(
r...1
)

= 1⊗ r...2 + r ⊗ r-1...1

— On définit Rn+1 à partir de Rn de la même manière que l’on définit Fn+1 à partir
de Fn.

Exemple 4.3.9.

R2

 54321
 = 1⊗

5432
+ 3⊗

5421

+ 4⊗
5321

+ 5⊗
4321

Soit Rnt =
∑

(t) k
′ ⊗ t′′. Soit τi la permutation définie par

(4.3.10) τi =
(

1 2 . . . n

i 1 . . . î . . . n

)
On définit alors :

(4.3.11) (b′′α)(t) =
∑
(t)

(τk′)∗m ◦2 β(t′′)

Exemple 4.3.12.

(b′′α)

 54321
 = m ◦2 α

 5432
+m ◦2 α

 5421


+m ◦2 α

 4321
+m ◦2 α

 5321


4.3.13 Annexe : b et e1 commutent
On revient à la définition homologique (la preuve cohomologique est similaire). On

veut prouver b(id ⊗ e1) = (id ⊗ e1)b (voir Loday [Lod89] et Fresse [Fre98 ; Fre06]
pour la définition et les propriétés de e1). Le fait que b′e1 = e1b′ ne dépend pas des
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coefficients, donc cela découle des preuves de l’article de Fresse [Fre06] (vu que Bn−1A
est effectivement une algèbre de Poisson – c’est la représentation qui pose problème).

Il reste donc à démontrer b′′(id⊗ e1) = (id⊗ e1)b′′. On fait le cas n = 2 pour simplifier,
mais le cas général est identique (le point important (4.3.15) reste valable). On a (où ?
est le produit de convolution, tout est bien défini par nilpotence des cogèbres) :

(4.3.14) e1 = log?(id− ηε) =
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
(id− ηε)?k

On note � le produit shuffle. Soit x ⊗ a = x ⊗
(
a1, . . . , as

)
∈ A ⊗ B2A, ai =(

a1
i , . . . , a

ki
i

)
∈ BA. Alors :

e1(a1, . . . , as
)

=
(
a1, . . . , as

)
− 1

2
((
a1
)
�

(
a2, . . . , as

)
+ . . .+

(
a1, . . . , as−1

)
�

(
as
))

+ 1
3
((
a1
)
�

(
a2
)
�

(
a3, . . . , as

)
+ . . .

)
+ . . .

Si a ∈ BA, on note a′ le même élément sans la première coordonnée, et a′′ sans la
dernière coordonnée (si a =

()
ou a =

(
a1), alors a′ = a′′ = 0).

b′′(x⊗ a) =
∑
i

a1
ix⊗

(
. . . , a′i, . . .

)
+ akii x⊗

(
. . . , a′′i , . . .

)
(1⊗ e1)b′′(x⊗ a) =

∑
i

a1
ix⊗ e1(. . . , a′i, . . .)+ akii x⊗ e

1(. . . , a′′i , . . .)
(1⊗ e1)(x⊗ a) = x⊗ a

− 1
2x⊗

((
a1
)
�

(
a2, . . . , as

)
+ . . .+

(
a1, . . . , as−1

)
�

(
as
))

− 1
3 . . .

D’autre part un calcul direct montre que (avec les mêmes notations) :

(4.3.15)

b′′(x⊗
(
a1, . . . , as

)
�

(
b1, . . . , bt

)
)

=
s∑
i=1

a1
ix⊗

(
a1, . . . , a

′
i, . . . , as

)
�

(
b1, . . . , bt

)
+

s∑
i=1

akii x⊗
(
a1, . . . , a

′′
i , . . . , as

)
�

(
b1, . . . , bt

)
+

s∑
j=1

b1jx⊗
(
a1, . . . , as

)
�

(
b1, . . . , b

′
j , . . . , bt

)
+

s∑
j=1

b
lj
j x⊗

(
a1, . . . , as

)
�

(
b1, . . . b

′′
j , . . . bt

)
= (1⊗ (•� b))b′′(x⊗ a) + (1⊗ (a� •))b′′(x⊗ b)
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Par récurrence une formule similaire est valide avec d shuffle produits. On en déduit im-
médiatement la relation voulue. Celle-ci permettra par la suite d’obtenir la commutativité
de b et ∂λ (exactement comme dans l’article [Fre06]).

4.3.16 Différentielle de Chevalley-Eilenberg
Grâce à l’isomorphisme BnA ∼= S(Lc(ΣBn−1A)) pour tout A, on peut déduire un

isomorphisme (à suspension près) de S-modules γ : Tn
∼=−→ Com ◦ sLiec ◦ Tn−1 où :

— Com(r) = k est l’opérade des algèbres commutatives ;
— s est la suspension opéradique ;
— Liec(r) = ”e1T”(r) = im(e1 : T 1(r)→ T 1(r)) ;
— e1 est l’idempotent Eulérien agissant sur T 1 ∼= T c(Σk).
Un élément typique de Com ◦ Liec ◦ Tn−1(r) s’écrit donc e1(t1) . . . e1(ts), où ti ∈ Tn(ri)

et
∑
ri = r.

Il suffit donc de définir ∂̃λβ sur HomM(Com ◦ Liec ◦ Tn−1, Z) et ensuite de poser
∂λα = ∂̃λ(α ◦ γ−1) ◦ γ.

Sans coefficients

On définit ∂λ′ par :

(4.3.17) ∂̃λ
′
β(e1(t1) . . . e1(ts)) =

∑
i<j

β(e1(t1) . . . e1[ti, tj ] . . . e1(ts)) ◦? λ

où [ti, tj ] est le crochet shuffle itéré dans Tn−1 ; on insère un λ à l’endroit où il y a
un crochet de dernier niveau dans le crochet shuffle (cf. la définition 2.3.10 du crochet
shuffle).
Exemple 4.3.18. Au lieu d’écrire le ◦?λ il est directement mis dans l’arbre :

∂̃λ
′
β

(
e1
(

321
,

54
)
, e1
(

76
,

98
))

=

β

(
e1
[

321
,

54 ; 76
,

98
])

[
321
,

54 ; 76
,

98
]

=
(

321
,

[
54
,

76
]
,

98
)

+ . . .[
54
,

76
]

= 7[5,6]4 + 75[4,6] + [5,7]64 + . . .
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Avec coefficients

La définition est similaire à celle de b′′. On note Rn−1u =
∑

(u) k
′ ⊗ u′′. Pour définir

∂̃λ
′
β(e1(t1) . . . e1(ts)), on fait la somme sur chaque terme e1t où t = (u) est de poids 1

(u ∈ Tn−1) des

(4.3.19)
∑
(u)

(τk)∗λ ◦2
(
e1(t1) . . . e1((u′′)) . . . e1(ts)

)
Les termes du type e1t où le poids de t est > 1 sont envoyés sur zéro.

Exemple 4.3.20.

∂̃λ
′′
β

(
e1
(

321
)
, e1
(

54
,

76
))

=

λ ◦2 β
(
e1
(

32
)
, e1
(

54
,

76
))

+λ ◦2 β
(
e1
(

21
)
, e1
(

54
,

76
))
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5 Lien avec le complexe de déformations

Nous avons construit un complexe CΦ(P) qui généralise le complexe C∗Poi(Bn−1A,A).
Dans ce chapitre, nous montrons que ce complexe (tronqué) est quasi-isomorphe au
complexe de déformations Def(Gern

Φ−−→ P).

5.1 Dualité de Koszul
Certaines opérades particulières, les opérades de Koszul, ont des résolutions cofibrantes

« minimales » explicites. C’est le cas de beaucoup d’opérades classiques, telles que Ass,
Com, Lie. . . C’est une notion due à Ginzburg et Kapranov [GK94] et Getzler et
Jones [GJ94] pour les opérades quadratiques binaires et à Getzler [Get95] et Markl
[Mar96] dans le cas quadratique général. On peut trouver des références chez Loday et
Vallette [LV12] et Fresse [Fre04].

Définition 5.1.1. Une donnée quadratique opéradique est un couple (E,R) où
E ∈ M et R ⊂ O(E)(2), où O(E) est l’opérade libre sur E et O(E)(2) est sa partie de
poids 2. Les éléments de E sont les générateurs, ceux de R les relations.

Une donnée quadratique induit une opérade définie par générateurs et relations
P(E,R) = O(E)/(R). C’est le cas de Ass, Com, Lie, Poi et Gern. Une telle donnée
quadratique induit aussi une coopérade, c’est-à-dire un comonoïde interne à (M, ◦, I).
Les coopérades ont une description point par point similaire à celle des opérades. La
coopérade en question Pc(E,R) est définie comme le noyau de Oc(E)→ Oc(E)(2)/R.

Définition 5.1.2. Soit P = P(E,R) une opérade quadratique. La coopérade duale de
Koszul P¡ est :

P¡ = Pc(ΣE,Σ2R)

L’opérade duale de Koszul P! est donnée, où Q∗ correspond à l’opérade duale à une
coopérade Q∗(n) = Q(n)∗, par :

P! = (P¡[−1])∗

On peut également définir l’opérade duale de Koszul à une coopérade, et alors (P¡)¡ = P.

Définition 5.1.3. Soit Pc une coopérade coaugmentée, et Pc son coidéal de coaugmenta-
tion. La construction cobar de Pc est ΩPc est une opérade augmentée :

ΩPc = O(Pc[1])

munie d’une différentielle induite par la cocomposition de Pc.
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La construction cobar d’une coopérade mime la construction cobar des cogèbres, qui
est elle-même le dual de la construction bar des algèbres associatives que nous avons vue.
La théorie générale montre qu’il existe une application canonique ΩP¡ → P induite par
un morphisme de torsion – voir Loday et Vallette [LV12].

Théorème 5.1.4. Quand P est une opérade de Koszul, le morphisme ΩP¡ → P est un
quasi-isomorphisme. L’opérade ΩP¡ est cofibrante.

Exemple 5.1.5. Les opérades Ass, Com, Lie, Poi et Gern sont toutes des opérades de
Koszul. La table 5.A récapitule les (co)opérades duales de Koszul pour ces opérades. Le
fait que Lie! = Com, par exemple, constitue un début d’explication du fait que l’homologie
des algèbres de Lie est l’homologie de Chevalley-Eilenberg (qui fait intervenir une algèbre
commutative libre).

P P¡ P!

Ass Ass∗[1] Ass
Com Lie∗[1] Lie
Lie Com∗[1] Com
Poi Poi∗[1] Poi
Gern Ger∗n[n] Gern[n− 1]

Table 5.A – Dualité de Koszul

5.2 Complexes de déformations
5.2.1 Algèbres à homotopie près

L’opérade des algèbres de Gerstenhaber Gern est une opérade de Koszul (voir Loday
et Vallette [LV12] par exemple). Il y a donc une résolution cofibrante canonique :

(5.2.2) Ger∞n = ΩGer¡
n
∼−→ Gern

Cette opérade encode les algèbres de Gerstenhaber « à homotopie fortement cohérente
près ». De manière informelle, dans une n-algèbre à homotopie près, les relations algé-
briques telles que l’associativité, la commutativité, la relation de Jacobi... sont seulement
valables à homotopie près. Par exemple il existe une homotopie h telle que :

(5.2.3) a(bc)−±(ab)c = dh(a, b, c)± h(da, b, c)± h(a, db, c)± h(a, b, db)

qui fait qu’en homologie, le produit est effectivement commutatif. Il existe, en plus de
ces homotopies, des homotopies de dimension supérieure, qui les rendent triviales en
homologie. Ces homotopies de dimension supérieure sont elles-mêmes rendues triviales
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en homologie par de nouvelles homotopies, et ainsi de suite, jusqu’à rendre contractible
l’espace des homotopies.

On peut par exemple penser au cas des algèbres A∞, où il existe plusieurs manières de
multiplier n éléments (suivant les parenthésages) ; mais l’espace des parenthésages est
contractible, au lieu de juste un point comme dans Ass. En fait, l’opérade A∞ algébrique
est obtenue de la même manière : A∞ = ΩAss¡. De même, E∞ = ΩCom¡ et L∞ = ΩLie¡.

5.2.4 Définition des complexes de déformations
Étant donné un morphisme d’opérades Φ : Q → P, où Q est de Koszul, le complexe

de déformations de Φ (voir la section 12.2 de Loday et Vallette [LV12], ainsi que
Kontsevich et Soibelman [KS91] et Cattaneo et al. [Cat+05]) est :

(5.2.5) Def(Q Φ−−→ P) =

∏
r≥2

HomSr(Q¡[1](r), P (r)); [ , ]; δ + ∂Φ


C’est un sous-module de HomOp(Q∞, P) (car Q∞ est une opérade libre sur Q¡[1]). Il a

une structure d’algèbre de Lie différentielle graduée que nous allons maintenant décrire.
Il est muni du produit de convolution ? 1 :

(5.2.6) f ? g = γ(1) ◦ (f ◦(1) g) ◦ ∇(1)

où γ(1) est la composition (infinitésimale) de l’opérade P et ∇ est la cocomposition
(infinitésimale) de la coopérade Q¡. On vérifie alors que c’est un produit preLie, et le
crochet est donc :

(5.2.7) [f, g] = 1
2(f ? g −±g ? f)

La différentielle est la somme de δ, induite par celles de Q¡[1] et P, et de la torsion ∂Φ
produite par l’élément de Maurer-Cartan

(5.2.8) Φ̃ : ΩQ¡ → Q Φ−−→ P

Pour rappel, un élément de Maurer-Cartan d’une dg-algèbre de Lie g est un élément
α ∈ g1 vérifiant l’équation de Maurer-Cartan 2 :

(5.2.9) δα+ 1
2[α, α] = δα+ α ? α = 0

C’est notamment le cas de Φ̃, parce qu’il vient d’un morphisme d’opérades Ger∞n → P
(c’est le théorème 6.5.7 de Loday et Vallette [LV12]). Un élément α de Maurer-Cartan
induit une torsion ∂α(x) = [α, x] qui donne une différentielle δ + ∂ de carré nul.

1. Ce produit est en général défini sur Hom(C,A) où C est une cogèbre et A une algèbre.
2. On reconnaît l’équation qui décrit la platitude d’une connexion sur une variété.
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Remarque 5.2.10. La proposition 12.2.4 de Loday et Vallette [LV12] montre que si
Ψ : Q→ P est un autre morphisme d’opérades, la somme Φ + Ψ est encore un morphisme
d’opérades si et seulement si Ψ est un élément de Maurer-Cartan dans Def(Q Φ−−→ P). C’est
ce qui justifie la terminologie « complexe de déformations » : Φ+Ψ est une « déformation »
de Φ.
On peut également prendre un Ψ avec des coefficients dans k[t](t2) (déformations

infinitésimales) ou encore k[[~]] (déformations formelles) et faire le lien avec la théorie de
la déformation habituelle.
Nous allons ici nous concentrer sur les complexes de déformations du type :

Def(Gern → P)

5.2.11 Lien avec la cohomologie opéradique
Cas d’une opérade d’endomorphismes

Considérons pour l’instant le cas E = C. Quand P = EndA est une opérade d’endomor-
phisme d’une Gern-algèbre A ∈ GernE , alors le complexe précédent devient (en tant que
module gradué) :

Def(Gern → EndA) =
∏
r≥2

HomSr(Ger¡
n[1](r), EndA(r))

=
∏
r≥2

HomC(Ger¡
n[1](r)⊗Sr A

⊗r, A)
(5.2.12)

Comme l’opérade Gern est de Koszul, il y a une résolution quasi-libre canonique de
toute Gern-algèbre :

(5.2.13) RA = (Gern(Ger¡
n[1](A)), ∂) ∼−→ A

De plus, pour une algèbre libre Gern ◦X, Ω1
Gern(Gern ◦X) ∼= UGern(Gern ◦X)⊗ ΣX.

Donc :

Def(Gern → EndA) = Hom≥2
C (Ger¡

n[1](A), A)
= Hom≥2

UGern (RA)(Ω
1
Gern(RA), A)

(5.2.14)

Et c’est donc le complexe qui calcule la cohomologie de Gerstenhaber H∗≥2
Gern(A,A) pour

la résolution cofibrante RA. En effet, directement avec les définitions, la différentielle
venant de Def est bien la différentielle utilisée pour calculer la cohomologie (les calculs
sont en partie faits par Loday et Vallette [LV12]).
Dans ce cas, il y a deux complexes quasi-isomorphes (la preuve était pour n’importe

quelle résolution cofibrante) :

(5.2.15) C∗Poi(Bn−1A,A) ' Σn−1 HomUGern (RA)(Ω1
Gern(RA), A)
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Cas d’une opérade quelconque

Pour un morphisme Φ : Gern → P vers une opérade quelconque, nous avons défini un
complexe :

(5.2.16) CΦ(P) = (HomM(Tn, P), b+ ∂λ)

Ici Tn ∈ M est engendré par les arbres de hauteur n, et ce complexe se spécialise
en C∗Poi(Bn−1A,A) dans le cas P = EndA. Le but est de voir que ce complexe est
quasi-isomorphe à Σn−1 Def(Gern

Φ−−→ P).
Dans le cas E = C, A ∈ E , et il y a donc un quasi-isomorphisme CΦ(EndA) '

Σn−1 Def(Gern → EndA). Nous voulons donc voir si la preuve s’étend à A ∈ E pour
d’autres catégories E au-dessus de C.

En effet, si P est une opérade, on peut considérer E =MP la catégorie des P-modules à
droite. On peut voir P comme un P-module à droite via la loi de composition P ◦ P→ P.
Proposition 5.2.17. L’object EndP ∈MP s’identifie à P ∈MP.
Démonstration. D’après Fresse [Fre09, §7.1], le produit tensoriel P⊗r dansMP s’identifie
à Fr ◦ P, où Fr = I⊗r. De plus :

(5.2.18) EndP(r) = HomMP(P⊗r, P) ∼= HomMP(Fr ◦ P, P) ∼= HomM(Fr, P) ∼= P(r)

Nous obtiendrions alors, pour E =MP, un quasi-isomorphisme

(5.2.19) C≥2
Φ (EndP) ' Σn−1 Def(Gern → EndP) ∼= Σn−1 Def(Gern → P)

5.3 Adaptation de la preuve
Nous voulons donc adapter la preuve de CΦ(EndA) ' Σn−1 Def(Gern → EndA) à

A ∈ GernE , où E =MP. Les constructions de Ω1
Gern(A), UGern(A), et la définition d’une

représentation de A s’adaptent [Fre09, §4] toutes à ce cas.
Le module sous-jacent à CΦ(EndA) est HomM(Tn, EndA), qui est isomorphe par adjonc-

tion à HomE(S(Tn, A), A). Par analogie considérons le module (avec le produit tensoriel
dans E) :

(5.3.1) βn(A,M) = (Tn ◦A)⊗M

Dans le cas E = C, c’est exactement le module sous-jacent à CPoi
∗ (Bn−1A,M). Le

produit, le crochet, les différentielles b et ∂λ sur βn(A,M) sont définies exactement de
la même manière. A est une Gern-algèbre, donc S(Tn−1, A) est une Poi-algèbre via les
mêmes formules. Les définitions des différentielles b′, b, ∂λ′, ∂λ sont explicites et purement
algébriques, et les mêmes formules définissent des différentielles respectivement sur Tn ◦A
et (Tn ◦A)⊗M .
Par construction, la différentielle que l’on retrouve sur

(5.3.2) HomUGern (A)(βn(A,UGern(A)), A) ∼= CΦ(EndA)

est exactement la différentielle définie plus tôt.
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5.3.3 Coefficients triviaux
Dans la première partie de la preuve, nous considérons A = Gern ◦X une Gern-algèbre

libre, X ∈M un S-module connexe (X(0) = 0), et M = k l’unité du produit tensoriel
dansMP (concentré en degré 0).

La preuve du quasi-isomorphisme entre βn(Gern ◦X,k) et Ω1
Gern(A)⊗UGern (A) k ∼= ΣX

reposait sur Fresse [Fre11, §6.3], qui prouve BnCom(N) ' Com(ΣnN) pour N ∈ M
vérifiant certaines propriétés. Cela s’applique ici à N = Λ1−nLie(X), qui vérifie toutes
les propriétés : il est connexe (N(0) = 0 car X est connexe), il a une différentielle triviale,
et chaque N(r) est projectif sur le corps k.
Le reste de la preuve est complètement algébrique et s’adapte sans problème au cas
E =MP (en changeant simplement S(Z) en Com ◦ Z). L’argument de suite spectrale, en
particulier, est toujours valide (en regardant chaque arité séparément, vu la définition
des équivalences faibles).

5.3.4 Coefficients universels
La deuxième partie de la preuve considère A = Gern ◦ X et M = UGern(A). Il y a

toujours une projection π : S(Tn, A) → S(ΣnI, A) = ΣnA induite par la projection
Tn → ΣnI (les arbres ont un degré non nul). De même il y a toujours un morphisme
ΣA→ Ω1

Gern(A), et la composition des deux donne :

(5.3.5) φ : βn(A,UGern(A))→ Σn−1Ω1
Gern(A)

La vérification que φ est un morphisme de complexes est algébrique et s’étend donc
au cas présent. La description de Fresse [Fre09, §4] de UGern(Gern ◦X) = Gern[1] ◦X
est toujours valable et donne lieu à la même filtration, puis la même suite spectrale, et
φ reste un morphisme de suites spectrales. Il y a toujours la graduation en poids sur
S(Tn ◦ Gern, X), et donc l’argument de convergence s’adapte sans problèmes.

5.3.6 Algèbres cofibrantes
Cette partie de la preuve utilise les théorèmes de Fresse [Fre09], qui sont valables

pour toute catégorie E au-dessus d’une catégorie de base C ; ils s’adaptent donc ici.

5.3.7 Coefficients quelconques
Maintenant soit A une algèbre quelconque et QA

∼−→ A une résolution cofibrante de A.
La preuve se transpose alors à E =MP, en remplaçant CPoi

∗ (Bn−1X,Y ) par βn(X,Y ) :
Le théorème de Fresse [Fre09] qui donne Ω1

Gern(A) cofibrant sur UGern(A) est toujours
valable. Les produits tensoriels, les foncteurs Hom sont encore des adjoints à gauche
de Quillen dans la catégorie des UGern(A)-modules donc préservent toujours les quasi-
isomorphismes entre modules cofibrants. Il y a toujours une filtration sur S(Tn, A) par
le nombre de feuilles puis par le nombre de nœuds, avec les mêmes formules pour les
différentielles bar ; la formule de Künneth s’applique toujours.
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Finalement, le résultat s’applique à M = A et la résolution cofibrante RA, et il y a
donc un quasi-isomorphisme entre C≥2

Φ (EndA) et Σn−1 Def(Gern → EndA). En appliquant
cela à P vu comme un P-module à droite, finalement :

Théorème B. Les deux complexes sont quasi-isomorphes :

C≥2
Φ (P) ' Σn−1 Def(Gern

Φ−−→ P)

Leur homologie est notée H∗≥2
Gern(P). On définit également H1

Gern(P) = H1(CΦ(P)).
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6 Applications

6.1 Complexes de graphes
Dans l’étude de la conjecture de la formalité, Kontsevich [Kon97] a introduit plusieurs

complexes de graphes. Ce sont des opérades (différentielles graduées) décrites de manière
combinatoire par des graphes.

Willwacher [Wil14] étudie la cohomologie de ces complexes de graphes et les relie
à des complexes de déformations. Kontsevich [Kon99] montre l’existe d’un complexe
de graphes Graphs2 et d’un quasi-isomorphisme Ger2

∼−→ Graphs2 (on peut aussi trouver
un résumé par Ševera et Willwacher [ŠW11] et Lambrechts et Volić [LV14]). Il
relie ensuite la cohomologie du complexe Def(Ger2 → Graphs2) (qu’il note Def(hoe2 →
Graphs2), où hoe2 = Ger∞2 signifie « homotopy e2 ») à la cohomologie d’un autre complexe
de graphes, H(GC2).
On peut donc utiliser les techniques de ce mémoire pour obtenir des informations sur

H(GC2) en calculant la cohomologie du complexe (HomM(T 2, Graphs2), b + ∂λ). Plus
généralement, ces complexes sont définis en dimension supérieure (Graphsn, GCn) et il
y a toujours un quasi-isomorphisme Gern

∼−→ Graphsn : nous sommes donc ramenés à
calculer la cohomologie du complexe (HomM(Tn, Graphsn), b+ ∂λ).

6.2 Espaces de fonctions et homotopie
6.2.1 Ensembles simpliciaux
Les ensembles simpliciaux sont des modèles purement combinatoires des espaces

topologiques, très utilisés en théorie de l’homotopie. La raison est que la catégorie sSet
des ensembles simpliciaux forme une catégorie modèle munie d’une équivalence de Quillen
avec Top. D’un point de vue homotopique, il n’y a donc pas de différence entre les espaces
topologiques et les ensembles simpliciaux. La référence principale pour cette section est
Goerss et Jardine [GJ99].

Définition 6.2.2. La catégorie simpliciale ∆ a :
— pour objets les ensembles finis n = {0, . . . , n} ;
— pour morphismes les applications croissantes.

Définition 6.2.3. Un ensemble simplicial est un foncteur contravariant ∆op → Set.
La catégorie des ensembles simpliciaux est notée sSet. Plus généralement, un objet
simplicial dans une catégorie C est un foncteur contravariant ∆op → C ; la catégorie est
notée sC.
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On peut décrire les objets simpliciaux en termes combinatoires : un objet X = X• ∈ sC
est équivalent à la donnée d’une suite d’objets Xn ∈ C, n ≥ 0, et de morphismes « faces »
di : Xn → Xn−1, 0 ≤ i ≤ n et « dégénérescences » sj : Xn → Xn+1, 0 ≤ j ≤ n, vérifiant
des identités bien connues.
Les simplexes standards ∆n sont des objets simpliciaux particuliers. Ce sont les

foncteurs représentables :

(6.2.4) ∆n = Hom∆(·, n)

Ils sont analogues aux simplexes standards topologiques :

(6.2.5) |∆n| = {x ∈ Rn+1 | xi ≥ 0,
∑

xi = 1}

L’objet ∆• = Hom∆ : ∆×∆op → Set forme un objet cosimplicial dans la catégorie
des ensembles simpliciaux, ie. c’est un foncteur covariant ∆→ sSet. En général on note
cC la catégorie des objets cosimpliciaux dans C. De même, |∆•| ∈ cTop avec des cofaces
et codégénérescences évidentes (les cofaces sont l’inclusion des faces en question, les
codégénérescences sont les projections).
Le bord ∂∆n ⊂ ∆n est le n− 1-squelette de ∆n : jusqu’au niveau n− 1 les deux ont

les même simplexes, puis à partir du niveau n ∂∆n ne contient plus que les simplexes
dégénérés de ∆n. Il est engendré par les simplexes diin, où in ∈ ∆n

n correspond à l’identité
(le seul n-simplexe non dégénéré de ∆n). La ième corne Λn

i ⊂ ∂∆n est engendrée par
dkin pour k 6= i.

Définition 6.2.6. Une fibration de Kan f : X → Y est un morphisme ayant la
propriété de relèvement à droite par rapport aux inclusions Λni → ∆n :

(6.2.7)
Λni X

∂∆n Y

f

On peut également définir la notion de groupes d’homotopie πi : sSet∗ → Grp. C’est le
groupe des classes d’homotopie d’applications pointées ∆n/∂∆n = Sn → X. Ils vérifient
les mêmes propriétés que les groupes d’homotopie usuels πi : Top∗ → Grp. Une équivalence
faible est une application induisant un isomorphisme sur chaque groupe d’homotopie.

Théorème 6.2.8. La catégorie sSet munie des équivalences faibles, des fibrations de
Kan et des inclusions (comme cofibrations) est une catégorie modèle.

La réalisation géométrique d’un ensemble simplicial X est l’espace topologique |X|
défini par :

(6.2.9) |X| =
⊔
n≥0

Xn × |∆|n
/
∼
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où la relation d’équivalence est donnée par (f∗x, y) ∼ (x, f∗y) pour x ∈ Xn, y ∈ ∆m et
f ∈ Hom∆(m,n). On peut donc également la voir comme une cofin [Kel82] :

(6.2.10) |X| =
∫ n∈∆

Xn × |∆n| = X ⊗∆ |∆|

Cette expression est à contraster avec le lemme de co-Yoneda [nLa12], qui dit que tout
préfaisceau est une colimite de foncteurs représentables :

(6.2.11) X =
∫ n

Xn ×Hom∆(·, n)︸ ︷︷ ︸
=∆n

= X ⊗∆ ∆

Ce foncteur | · | : sSet→ Top est adjoint à gauche au foncteur « chaînes singulières »
S∗ : Top→ sSet.

Théorème 6.2.12. L’adjonction entre les ensembles simpliciaux et les espaces topolo-
giques est une équivalence de Quillen :

| · | : sSet� Top : S∗

La catégorie sSet est un candidat pour la notion de catégorie modèle simpliciale.
C’est une catégorie munie de foncteurs hom supplémentaires et une structure modèle
compatible avec la structure simpliciale. Ici, sSet est munie d’un foncteur d’espace de
fonctions :

(6.2.13) MapsSet : sSetop × sSet→ sSet

qui doit vérifier de nombreuses propriétés. Par exemple, Map(X,Y )0 = Hom(X,Y ) et
π0 Map(X,Y ) = [X,Y ] = Hom(X,Y )/ ∼. Il est défini par

(6.2.14) Map(X,Y )• = Hom(X,Y ∆•)

où Y ∆• ∈ csSet est donné par Hom(∆n, Y ) en degré cosimplicial n. Cette notion s’étend
à de nombreuses catégories, en particulier à la catégorie sOp des opérades simpliciales.

6.2.15 Application de la cohomologie de Gerstenhaber
Fresse [Fre15] étudie les espaces de fonctions Map(Em, E∧n ), où E∧n est un modèle

rationnel des opérades En ; en particulier leurs groupes d’homotopie π∗Map(Em, E∧n ). Plus
généralement on peut utiliser la cohomologie de Gerstenhaber pour étudier π∗Map(Em, R)
où R est une Em-algèbre dans les opérades simpliciales. Les calculs faits ici sont une
adaptation de ceux de Fresse [Fre15].
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Tours de fibrations

Pour ce faire, une résolution cofibrante particulière est utilisée, la résolution cotriple
[Fre09]. En effet siM est une monade et A une algèbre surM , la réalisation 1 du complexe
bar

(6.2.16) |B•(M,M,A)| = |M•+1(A)| ∼−→ A

est une résolution cofibrante de A. Cette construction marche en particulier pour les
opérades (le foncteur S(P) est une monade) et obtenir une résolution cofibrante de toute
algèbre sur P. On peut aussi l’appliquer à la monade « opérade libre » O :M→M ; une
opérade est par définition une algèbre sur la monade O. On obtient donc une résolution
cofibrante pour n’importe quelle opérade P :

(6.2.17) |Res•(P )| = |B•(O,O, P)| = |O•+1(P)| ∼−→ P

Par des arguments homotopiques, on peut donc remplacer Em par |Res•(Em)| dans
π∗Map(Em, R). Or, par dualité, on a :

(6.2.18) Map(|X•|, Y ) = Tot Map(X•, Y )

où Tot est la totalisation d’un objet cosimplicial. C’est une notion complètement duale
à celle de réalisation :

(6.2.19) TotA• =
∫
n∈∆

(An)∆n

= HomcsSet(∆•, A•)

Il existe une suite spectrale permettant de calculer les groupes d’homotopie d’une
totalisation, la suite spectrale de Bousfield-Kan. Elle apparaît dans Bousfield et Kan
[BK72] et est développée par Bousfield [Bou89] ; on peut également trouver une
description de celle-ci dans les chapitres VI et VIII de Goerss et Jardine [GJ99]. Elle
a la forme suivante, pour un X ∈ csSet fibrant (au sens de Reedy [Ree73]) pointé :

(6.2.20) E2
s,t = πsπtX =⇒ πt−s TotX t− s ≥ 0

Deux difficultés apparaissent dans l’étude de cette suite spectrale :
— Elle est définie pour t − s ≥ 0. Pour t − s = 1, les groupes en question ne sont

pas abéliens ; pour t − s = 0, ce ne sont même plus des groupes mais seulement
des ensembles pointés. Les suites exactes qui apparaissent ne sont exactes que
comme ensembles pointés, et de plus Er+1

s,s est seulement inclus dans H(Ers,s) (et
pas forcément égal). La définition de E2 change également : pour t − s ≥ 2,
πsπt = HsN∗πt, mais une définition ad-hoc est utilisée pour E2

s,s et E2
s,s+1.

— La convergence est loin d’être automatique ; une condition nécessaire et suffisante
est donnée par le lemme de convergence complète :

(6.2.21) lim−→
r

1Ers,t = 0 t− s ≥ 1

1. Définie de la même manière par une cofin.
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Ici, on dispose donc d’une suite spectrale :

(6.2.22) E2
s,t = πsπt MapsOp(Res•(Em), R) =⇒ πt−s MapsOp(Em, R)

où R est une opérade simpliciale, et Germ est vue comme une opérade simpliciale (en
modules gradués) constante (ie. (Germ)• = Germ et di = sj = id).

Cohomologie de Gerstenhaber

Dans toute cette section, la « catégorie de base » est celle des modules ; les préfixes
dg, gr, s indiquent respectivement « différentiel gradué », « gradué » et « simplicial ».
L’opérade Resk(Germ) = O(OkGerm) est une opérade libre, donc :

(6.2.23) E2
s,t
∼= πsπt MapsM(O•Em, R)

Si G est un groupe simplicial, alors πiG = Hi(N∗G) (voir Curtis [Cur71, §3]). Ici,
N∗(G) est le complexe des chaînes normalisées de G qui apparaît dans la correspondance
de Dold-Kan. Pour un groupe simplicial (non nécessairement abélien), il est défini par :

(6.2.24) Nn(G) =
n⋂
i=1

ker(di) ⊂ Gn

et la différentielle est δ = d0 restreint à NnG.
Remarque 6.2.25. En général, l’équivalence de Dold-Kan dit que N∗ est une équivalence
de Quillen entre la catégorie des modules simpliciaux et la catégorie des dg-modules
(étant donné un anneau de base fixé). Quand les groupes sont abéliens, la description de
N∗A est plus simple.
On a donc :

(6.2.26) E2
s,t
∼= πsHtN∗HomsM(O•Em, R)

En effet, MapsM(X,Y ) est bien l’ensemble simplicial sous-jacent au module simplicial
HomsM(X,Y ) (il s’agit d’un foncteur hom interne). Or on sait que l’on dispose d’un
isomorphisme canonique :

(6.2.27) N∗HomsC(X,Y ) ∼= τ∗HomdgC(N∗X,N∗Y )

où τ∗ est la restriction en degré positif. Donc (où l’on utilise le théorème 1.4.17) :

(6.2.28)
E2
s,t
∼= πsHtτ∗HomdgM(N∗O•Em, N∗R)
∼= πs HomgrM(O•Germ, HtN∗R)
∼= πs HomgrM(O•Germ, HtR)

Soit ϕ : Em → R le morphisme de structure d’algèbre Em de R. Alors H∗ϕ : H∗Em =
Germ → H∗R induit une structure de Germ algèbre sur H∗R. De plus on sait que pour
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une opérade libre, une dérivation O(X)→ A où A est une O(X)-algèbre est uniquement
déterminée par un morphisme de S-modules X → A et vice-versa. En particulier ici :

(6.2.29) E2
s,t
∼= πs DerdgOp(Res•(Germ), HtR)H∗ϕ

En caractéristique nulle, l’opérade Germ est S-cofibrante, donc par les théorèmes du
§13.3 de Fresse [Fre09], on obtient finalement :

(6.2.30) E2
s,t
∼= Hs

Germ(HtR)H∗ϕ =⇒ πt−s MapsOp(Em, R)

En particulier, si ϕ : Em → En est le morphisme qui induit en homologie µ 7→ µ et
λ 7→ 0 (m < n), on obtient :

(6.2.31) E2
s,t = H∗Germ(Gern) =⇒ πt−s MapsOp(Em, En)Q

Cet isomorphisme n’est plus valable en caractéristique non nulle : l’opérade Germ n’est
plus cofibrante, et la notion de « cohomologie de Gerstenhaber » n’a plus de sens comme
définie ici. Néanmoins, le complexe CH∗ϕ(Gern) reste bien défini.

6.3 Longs noeuds
Soit n ≥ 2m + 2 deux entiers. Les articles de Arone et Turchin [AT14 ; AT15]

définissent des analogues en dimension supérieure des espaces des « longs nœuds ». Plus
précisément, soit i : Rm ↪→ Rn un plongement linéaire fixé ; l’espace Embc(Rm,Rn) est
défini comme l’espace des plongements qui coïncident avec i en-dehors d’un compact.
Cet espace est un ouvert dense de l’espace analogue avec des immersions à la place des
plongements, et on note Embc(Rm,Rn) la fibre homotopique de l’inclusion.
D’un autre côté, soit ι : Dm ↪→ Dn l’inclusion des opérades des petits disques. Elle

induit en homologie un morphisme ι∗ : Germ → Gern (m ≥ 2, sinon c’est un morphisme
Ass→ Gern) qui envoie µ sur µ et λ sur 0. Alors, avec des coefficients rationnels :

Théorème 6.3.1 (Arone et Turchin [AT15, Theorem 5.1]). Les deux complexes sont
quasi-isomorphes :

CQ
∗ (Embc(Rm,Rn)) ' Σm+1 Def

(
H∗(Dm;Q) ι∗−−→ H∗(Dn;Q)

)
Ce théorème est une généralisation du théorème de Lambrechts, Turchin et Volić

[LTV10], qui démontrent le cas m = 1, où le complexe calcule alors l’homologie de
Hochschild de Gern. Quand m ≥ 2, le complexe qui calcule H∗Germ(Gern) pourrait donc
permettre d’obtenir des informations sur les espaces des longs nœuds.
Dans le cas m = 1, on peut dire plus, d’après des travaux indépendants de Songha-

fouo Tsopméné [Son13] et Moriya [Mor12]. En effet, H∗(D1) ∼= Ass, et le complexe
de déformations est isomorphe au complexe de Hochschild de Gern. On a donc un
isomorphisme d’espaces vectoriels gradués :

(6.3.2) H∗(Embc(R,Rn);Q) ∼= HH(Gern;Q)
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Or, Embc(R,Rn) est une algèbre E2. La structure en question vient d’un résultat de
McClure et Smith [MS04], qui donnent une action d’une opérade D2 sur hoTotO•, et
du fait que hoTot(K•n) ' Embc(R,Rn) (il s’agit d’un résultat de Sinha [Sin06]).

Songhafouo Tsopméné [Son13] considère l’opérade de Kontsevich [Kon99] Kn,
définie de manière similaire à l’opérade de Fulton-MacPherson (section 1.4.9) en n’utilisant
que les θij : Kn(r) ⊂ (Sn−1)(

r
2). C’est une opérade En.

L’application F (Dn, r)→ Kn n’est pas un plongement, mais Kn a l’avantage d’être une
algèbre associative : Ass→ Kn. On peut définir l’homologie de Hochschild HH(H∗Kn;R).
Or il est bien connu que l’homologie de Hochschild est une 2-algèbre de Gersten-
haber [Ger63] ; c’est même une des raisons qui motive l’introduction des algèbres de
Gerstenhaber.

Théorème 6.3.3 (Songhafouo Tsopméné [Son13, Corollary 1.6] ; Moriya [Mor12]).
Il existe un isomorphisme de Ger2-algèbres, pour n ≥ 4 :

H∗(Embc(R,Rn);R) ∼= HH(H∗Kn;R)

6.4 Autres applications
D’autres applications sont encore possibles. Une première application utilise le fait que

CΦ(P) est un bicomplexe avec deux différentielles b et ∂λ. Les calculs sont généralement
faits (via une suite spectrale) en calculant d’abord l’homologie par rapport à b. En
inversant l’ordre, on pourrait s’attendre à obtenir d’autres résultats.
Si maintenant le morphisme Φ : Gern → P factorise par Com, ie. P est une algèbre

commutative avec un crochet nul, alors la différentielle b est une somme δ+ ∂1 + . . .+ ∂n,
où δ est la différentielle interne, et ∂i est la partie de la différentielle bar agissant sur le
ième niveau des arbres. En utilisant des filtrations adaptées, il est possible de produire
des suites spectrales qui permettent de voir la cohomologie de Gerstenhaber comme une
sorte d’homologie de Hochschild itérée (chaque ∂i est un bord de Hochschild).
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Notations

Ass Opérade des algèbres associatives, 7

BA Complexe bar de A, 22

C Catégories des dg-modules sur k, 1

CΦ(P) Complexe étendu, 37

CPoi
∗ (Bn−1M,A) Complexe principal du mémoire, 26

Com Opérade des algèbres commutatives, 6

∆ Catégorie simpliciale, 50

∆ Coproduit de déconcaténation, 23

DerA(B,M) Dérivations de B dans M au-dessus de A, 18

Dn Opérade des petits disques, 10

E Catégorie monoïdale symétrique au-dessus de C, 2

PE Algèbres sur l’opérade P, 6

EndA,M S-module des morphismes, 36

EndX Opérade des endomorphismes, 5

Gern Opérade des algèbres de Gerstenhaber, 10

Ger∞n Opérade des algèbres de Gerstenhaber à homotopie près, 44

hC Catégorie homotopique de C, 16

HomC(x, y) Morphismes entre x et y, 1

I Unité du produit de composition ◦, 3

k Corps fixé de caractéristique nulle, 1

ΛP Désuspension de l’opérade P, 10

Lie Opérade des algèbres de Lie, 7

M Catégorie des S-modules, 2

M{1} Désuspension d’un S-module, 29

PM P-modules à gauche, 7

PMQ (P, Q)-bimodules, 7
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MQ Q-modules à droite, 7

Map Espace de fonctions, 52

N∗(G) Chaînes normalisées de G, 54

O(E) Opérade libre sur E, 43

P, Q Opérades quelconques, 4

P ◦ (A;M) Produit de composition linéarisé, 18

P ◦X P-algèbre libre sur X, 6

Poi Opérade des algèbres de Poisson, 9

P¡ Coopérade duale de Koszul, 43

S(M) Foncteur de Schur, 3

SP(M) Foncteur de Schur relatif, 8

Σ Suspension, 2

Tn S-module des arbres à n niveaux, 23

Tn(s, ν) Arbres à n niveaux et ν nœuds, 34

UGern(A) Algèbre enveloppante de Gerstenhaber de A, 26

UP(A) Algèbre universelle enveloppante de la P-algèbre A, 18

Ω1
P(A) Module des différentielles de Kähler, 19

ΩPc Construction cobar de la coopérade Pc, 43

◦ Produit de composition dansM, 3

⊗Sn Coinvariants du produit tensoriel, 3

� Produit shuffle, 23
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cofibration, 15
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construction cobar, 43
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