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Résumé

Nous donnons une introduction au domaine des opérades,
des objets qui encodent les structures algébriques. Apres les avoir
définies, nous présentons plusieurs domaines d’application des
opérades : espaces de lacets itérés, formalité, algebres homoto-
piques, longs nceuds et groupe de Grothendieck—Teichmiiller.
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Introduction

Les structures algébriques sont omniprésentes en ma-
thématiques : groupes, anneaux, corps, monoides, algebres
associatives, commutatives, de Lie, de Poisson... En géné-
ral, on définit de telles structures en les munissant d’un
certain nombre de lois de composition (produit, crochet...)
et en imposant certains axiomes (associativité, commuta-
tivité...). Par analogie, cela reviendrait & considérer les
anneaux comme étant définis uniquement par un ensemble
de générateurs et un ensemble de relations : c’est un point
de vue utile, mais considérer I’anneau lui-méme comme
un objet a part entiere permet de simplifier de nombreux
concepts (on peut essayer de définir un idéal maximal de ce
point de vue pour s’en convaincre), et certains anneaux ne
sont pas naturellement définis par générateurs et relations.

Vers la fin des années 60, Boardman et Vogt [3] et May
[27] introduisent les opérades. Ce sont des objets qui en-
codent de maniére combinatoire les types d’algebres. Au lieu
de définir un type d’algebre par « générateurs et relations »,
on consideére toutes les opérations possibles (les éléments
de l'opérade) et toutes les relations qui existent entre ces
opérations quand on les compose entre elles. Cela permet,
entre autres, de pouvoir comparer entre eux les types d’al-
gebres, et de considérer des types d’algebres plus complexes
que les types usuels.

La définition de May se base sur des travaux antérieurs,
notamment les PROPs de Mac Lane [25], les associahédres
de Stasheff [31] ; on retrouve déja 1'idée chez les analyseurs
de Lazard [22]. Utilisées au début pour étudier les espaces
de lacets (section, elles ont depuis trouvé de nombreuses

applications, en topologie algébrique et en algebre homolo-
gique, en particulier au travers de la dualité de Koszul ([I1],
section .

Ce document est essentiellement basé sur le mémoire de
master de 'auteur, rédigé en 2014 a Lille, sous la direction de
Benoit Fresse. L’auteur est particulierement reconnaissant
envers Benoit Fresse pour sa supervision et son aide durant
la rédaction du mémoire.

1 Opérades
1.1

Une structure algébrique (eg. « algébre associative ») est
caractérisée par des opérations, ayant un certain nombre
de variables d’entrée (leur nombre étant appelé 'arité), et
une seule sortie. Ces opérations « agissent » sur les algebres
du type en question (eg. le produit m = m(xy,x2) d’arité 2
« agit » sur les monoides). Les constantes de structure (eg.
l'unité e du produit) sont des opérations qui ne prennent
aucune variable d’entrée. Il est possible de permuter les
variables d’entrée : 'opération m(z2,21) prend en entrée
deux variables et les multiplie dans I'ordre opposé.

1l existe bien siir toujours une opération « identité », no-
tée 1, qui prend une variable en entrée et la laisse inchangée.
Les opérations sont composables : par exemple on peut consi-
dérer une nouvelle opération m(m,1) = m(m(z1, z2), x3),
qui prend trois variables en entrée, multiplie les deux pre-
mieres, puis multiplie le résultat avec la troisieme. Cette
composition vérifie certaines relations, ce qui peut se re-
présenter sous la forme d’arbre (les numéros représentent
les variables d’entrée; e est une constante, donc n’a pas de
variables d’entrée) :

Idée générale

1 2 3 1 2 3

HJ = K/m <= m est associatif
m m
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1 1 1
e = = b <= e est I'unité de m
m m

Une composition sur plusieurs niveaux pourrait étre
potentiellement ambigué. Mais au niveau des structures
algébriques, la composition des opérations est associative,
et les axiomes des opérades demandent donc qu’une compo-
sition comme celle qui suit n’est pas ambigué :

123 4 567 8 9
N AN V
h1 ho h3 ha  hs
91 92 g3

—_

f

1.2 Définition précise

On se place dans une catégorie monoidale (ie. munie
d’un produit tensoriel) symétrique (ie. A® B = B® A),
complete et cocomplete : (C,®,1). Les exemples habituels
considérés sont la catégorie des ensembles ou des espaces
topologiques potentiellement pointés (® = x, 1 = {x}),
des espaces vectoriels (potentiellement gradués et munis
d’une différentielle de degré —1 et de carré nul : on parle
alors de dg-module). La définition originelle des opérades
(topologiques) est donnée par May [27], et on peut se référer
a Fresse [7] et Loday et Vallette [23] pour un traitement
plus moderne.

Définition 1.1. Un &-module M est une suite {M(n)},>0
d’objets de C, 'objet M (n) étant muni d’une action & droite
du groupe symétrique G,,.

La catégorie associée M est une catégorie monoidale
symétrique enrichie sur C, en posant

(M®N)(n) = @ M(p) ®s,xs, N(q)

ptg=n
et comme unité 1 (concentré en arité 0).

Etant donné une autre catégorie monoidale symétrique
& enrichie sur C, on peut définir le produit « de composi-
tion» MoX =@,-oM(n) ®s, X (M eM, X €&).
Cela munit en particulier M = £ d’une nouvelle structure
monoidale symétrique (M, o, T), avec pour unité I(1) = 1,
I(n#1)=0.
Définition 1.2. Une opérade (symétrique) P est un mo-
noide interne & (M,o,I).

Concrétement, une opérade est un &-module {P(n)}
muni d’un morphisme 1 — P(1), et de morphismes de
composition qui vérifient des propriétés d’associativité et
d’équivariance (voir les références pour les axiomes expli-
cites) :

v:P(r) @P(k1) ® - ®P(ky)
—P(ki+---+ k)
<= v:PoP—P.

Les éléments de P(r) représentent les opérations d’arité r.
Le morphisme 1 — P(1) représente 'opération identité. Les
morphismes  décrivent comment composer les opérations
entre elles : v(f;91,...,9-) =: f(g1,...,9r) est opération
ou la sortie de g; est branchée dans la iéme entrée de f. La
représentation sous forme d’arbre permet de mieux com-
prendre comment interpréter les v et quels sont les axiomes
qu’ils doivent vérifier.

1 ... k1 e ks

NN
g1 9r :’Y(f;gla"'vgr)
\V

f

1.3 Exemples

L’exemple fondamental est 'opérade des endomor-
phismes d’un objet X € £ :

Endx (n) = Homg (X®", X).

L’opération identité est 'identité 1x : X — X, et la
composition est la composition évidente des morphismes :

(f(gh cee 7gr))(x17 v 7mk1+“'+kr)
= flg1(z1, .., Tk, ),y ).

Les opérades sont en fait congues de telle sorte que End x
soit (tautologiquement) une opérade. L’intérét des opérades
réside dans leurs actions :

Définition 1.3. Une algébre sur une opérade P est un
morphisme d’opérades P — End 4. De maniére équivalente,
une algebre sur P est donnée par une action de monoide
PoA — A.

De manieére explicite (dans la catégories des ensembles
par exemple), si A est une algebre sur P, alors pour chaque
opération o € P(r) d’arité r on dispose d’un morphisme
a: A*" — A. Ces morphismes, composés entre eux, vérifient
les lois de composition qui existent dans ’opérade P. La
P-algebre libre sur X est donnée par Po X.

Cette définition englobe de nombreux types de struc-
tures algébriques. Par exemple, on a les opérades Ass et
Com des algebres associatives et commutatives (et leurs
versions unitaires Ass; et Com;), lopérade Lie des al-
gebres de Lie... Ces opérades peuvent étre décrites par
générateurs et relations : par exemple Com est engendrée
par une opération p(x1,x2) = p(xs,x1) (il faut décrire
comment &,, agit sur les générateurs d’arité n) avec la re-
lation p(p(zy1, ), x3) = p(x1, u(xe,x3)). L'opérade Ass a
deux générateurs m(x1,z2) et m(x1,x2), avec m(ze, 1) =
m(x1,x2) et m(m(z1,x2),x3) = m(x1, m(ze, x3)).

Remarque 1.4. Ceci est une généralisation des représentation
d’algebres associatives (qui généralisent les représentations
de groupes). La composition induit un produit associatif
P(1) ® P(1) — P(1), et réciproquement toute algebre asso-
ciative A induit une opérade P4 concentrée en arité 1. Une
algebre sur P4 est alors exactement une représentation de

A.
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On peut déja interpréter certains résultats de ce point de
vue. Par exemple, toute algebre commutative est une algebre
associative ; cela se traduit par un morphisme d’opérades
Ass — Com qui envoie les générateurs m(x1, x2) et m(xa, 1)
de Ass sur le générateur p(x1,x2) = pu(x2,z1) de Com. De
méme, une algebre associative est une algebre de Lie, ce qui
correspond a un morphisme Lie — Ass qui envoie le crochet
(générateur) A(x1,x2) € Lie(2) sur m(xy, x2) — m(za, x1).

1.4 Variations

Il existe plusieurs variations du concept d’opérade.

On peut définir de maniere équivalente les opérades par
des morphismes de composition partiels o;, ou f o; g est
lopération ou la sortie de g est branchée dans la iéme entrée
de f et l'identité dans le reste des entrées.

Les opérades non symétriques, oti I’on ne demande pas
d’action des &,, sur les opérations. Il y a une opérade non
symétrique des algebres associatives As, mais pas d’opérade
des algebres commutatives, par exemple.

Les coopérades encodent les cogebres : chaque coopéra-
tion a une entrée et plusieurs sorties. On obtient ainsi les
cogebres coassociatives, cocommutatives, les cogebres de
Lie...

Les PROPs (« product-permutation ») sont une généra-
lisation ou les opérations ont plusieurs entrées et sorties. Une
propérade est un cas particulier de PROP, ou les graphes
intervenant dans la composition sont tous connexes. On
peut s’en servir pour modéliser les bigébres (bi-associatives,
bi-Lie, Frobenius...).

Les opérades colorées (ou multicatégories) sont aux opé-
rades ce que les catégories sont aux monoides : on as-
socie des couleurs (objets de la multicatégorie) aux en-
trées et sorties des opérations. Par exemple, si les couleurs
sont {&, O, 0, &}, on peut avoir des opérations du type
(d; O; ) — M, ou encore ($;0) — . On ne peut alors
brancher une sortie que dans une entrée de couleur corres-
pondante. Si P est une opérade, les morphismes de P-algebres
sont des algebres sur une opérade a deux couleurs notée
Map, (ou P).

On peut également mentionner les opérades cycliques,
les opérades modulaires... Voir le chapitre 13 de [23] pour
plus de détails.

2 Les petits cubes

2.1 Principe de reconnaissance

Etant donné un (bon) espace topologique X muni d’un
point base * € X, on définit ’espace des lacets (X =
{f:10,1] = X | f(0) = f(1) = *}, muni de la topologie
compacte-ouverte. On peut itérer cette construction :

QX ={f:0,1]" = X | £(0[0,1]") = {*}}.

Une des premiéres applications des opérades fut de re-
connaitre les espaces du type 2" X a homotopie pres. Pour
cela, on introduit des opérades particulieres, les opérades
des petits cubes C,. On considere les plongements rectili-
néaires du cube [0, 1]™ dans lui-méme, ie. ceux qui sont des

compositions de translations et de matrices diagonales a
coefficients positifs. L’espace Cy,(r) est alors 'espace des r-
uplets de tels plongements, dont les images ont des intérieurs
deux a deux disjoints. La composition est la composition
des plongements .

Alors Q"X est une algebre sur C,,, en posant pour o €
Cn(r)et fi,....fr eQ"X :

alfiy. .o fr)(u) = {fi(t) u = ay(t),

* u & Jim(ay).

La condition au bord assure que a(f1,..., f.) est bien
définie et continue (donc un élément de Q" X), et on vérifie
que la composition dans C,, s’envoie bien sur la composition
des lacets dans Endgn x.

L’opérade C,, est incluse dans C,4q via [0,1]" x 0 C
[0,1]"+L, et on note Co la colimite (I’« union ») des C,. On
vérifie de méme que si X est un espace de lacets d’ordre infini
(ie. il existe une suite X, avec Xg = X et X,, ~ QX,,41),
alors c’est une algebre sur Cy.

Théoréme 2.1 (|27, B]). SiY est un espace connexe par
arcs muni d’une structure de Cp-algébre, 1 < n < oo, alors
il existe un n-espace de lacets X faiblement équivalent a 'Y
via des morphismes de C,-algébres.

Idée de preuve. La preuve (de May) de ce théoréme repose
sur la construction d'un « délagage » explicite B, Y (qui dé-
pend de la structure d’algébre E,, de Y) via une construction
bar simpliciale, et de 'utilisation d’un théoréeme d’approxi-
mation qui permet de relier les algebres libres sur E,, et les
algebres libres sur 'opérade Q"3". O

En général, on appelle opérade E,, une opérade P fai-
blement équivalente a 'opérade C,, (ie. il existe un zigzag de
morphismes d’opérades P =Py +— Py — ... — P; =C,,
qui induisent des équivalences d’homotopie sur les espaces
P;(r)). On peut citer par exemple l'opérade D,, des petits
disques, 'opérade de Kontsevich ou 'opérade de Fulton—
MacPherson (cf. section [2.3)). Ces opérades sont au centre
de nombreux autres résultats, comme par exemple I'interpo-
lation Ayo ~ E1 <> Eg < ... < E, entre types d’algebres
homotopiques de la section [3]

2.2 Conjecture de Deligne

Dans toute la suite, la catégorie de base sera celle des dg-
espaces vectoriels. Grace au foncteur des chaines singulieres
C (sur un corps k de caractéristique nulle par exemple) et
au morphisme de Kiinneth, les opérades topologiques C,
donnent des dg-opérades C,(C, ). Comme avant, on appelle
« opérade E,, » toute opérade cofibrante (section [3) faible-
ment équivalente & C,(C,,). On peut également appliquer le
foncteur homologie pour obtenir des opérades en modules
gradués e,, := H,(Cp). Celles-ci sont en fait bien connues :

Définition 2.1. Une n-algébre de Gerstenhaberﬂ (A, ]
est la combinaison d’'une algebre commutative (A4, -) et d’une

1. Elles sont aussi appelées (n — 1)-algébres de Poisson par certains
auteurs
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Fig. 1: Exemple de composition dans Cs

algebre de Lie (A, [, ]) avec un crochet de degré n—1 vérifiant
la relation de Leibniz [a,b - ¢] = [a,b] - ¢ + £b - [a, ¢].

On note Ger,, 'opérade des n-algebres de Gerstenhaber.
Dans le cas n = 1, on parle d’algébre de Poisson : Poi :=
Ger;. Ces opérades sont engendrées par le produit u et le
crochet .

Les algebres de Poisson apparaissent naturellement en
géométrie symplectique (C°(X) est une algebre de Pois-
son pour une variété symplectique X) et dans I’étude des
groupes quantiques.

Théoréme 2.2 ([4]). L’homologie de E,, est donnée par :
e1 = Ass; e =Com; e, =Ger,, 1 <n < 0.

En théorie de la déformation, la cohomologie de Hoch-
schild HH*(A) d’une algébre associative (A, -) (voir aussi
la section [9)) est définie comme I’homologie d’'un complexe
de cochaines CH"(A) = Hom(A®™, A) avec comme diffé-
rentielle b: CH"(A) — CH"1(A) :

b0f)(a1 @+ @ ant1)
Zzif("'®ai'ai+1®~--)

+:|:a1'f(a2®"')+:|:f("’®an)'an+1-

Elle donne des obstructions a 'existence de déforma-
tions de (A4, -), par exemple les déformations formelles : des
produits associatifs x : A[[R]] ® A[[h]] — A[[R]] définis sur
les séries formelles a coefficients dans A, tels que axb=a-b
(mod h) Va,b € A.

On peut définir par des formules explicites un cup-
produit et un crochet de Lie sur HH*(A) qui en font une
2-algebre de Gerstenhaber. Deligne posa la question en
1993 : existe-t-il une structure de Es-algebre sur CH*(A)
qui induit en homologie la structure de Gers-algebre sur
HH*(A)?

Théoréme 2.3 (Conjecture de Deligne [32] 21], 28] 2]. . .).
Il existe une structure de Ey-algébre sur CH*(A) qui induit
la structure de Gers-algébre sur HH,(A).

Idée de preuve. 11 y a plusieurs preuves de la conjecture.
L’idée récurrente est de construire une opérade spécifique,
de montrer qu’elle est équivalente & C,(Cz), et de montrer
qu’elle agit « naturellement » sur CH*(A). Une preuve plus
récente (Hess—Scott) montre que HH*(A) = .02 Def(A)
(& relier & la section [2.1)). O

2.3 Formalité des opérades E,

Sur un corps de caractéristique nulle, un dg-module V'
est toujours formel : il est équivalent & son homologie, via
un zigzag de quasi-isomorphismes (des morphismes de
dg-modules qui induisent un isomorphisme en homologie)
V<&V SV, & &V, = H(V). En général,
on dit qu’une dg-algebre associative est formelle si elle est
équivalente a son homologie via un zigzag de morphismes
d’algébres (ce n’est pas toujours le cas, méme en caractéris-
tique nulle). On peut toujours se ramener a un zigzag avec
seulement trois objets.

Théoréme 2.4 ([19]; [33] dans le cas n = 2). Les opérades
E, sont formelles sur R, ie. il existe une chaine d’équiva-
lences faibles (qui sont des morphismes d’opérades) entre
E, ete,.

Idée de preuve (Kontsevich). On se réfere a [24] pour les
détails. La chalne de quasi-isomorphismes ressemble a :

E, = C,(FM,) «—=— C**(FM,)

Graphs, +——— H,(FM,) = e,.

Ici, FM,, est 'opérade de Fulton—-MacPherson ; c’est une
opérade E,. Elle est construite comme une compactification
des espaces de configurations dans R™ (on sait que C, (r) ~
Conf(r,R™) C (R™)"), ou l'on permet aux points d’étre
infinitésimalement proches tout en gardant une distance
et une direction relatives. Le foncteur C?* est le foncteur
des chaines semi-algébriques (un ensemble semi-algébrique
est une union et intersection de solutions d’inéquations
polynomiales), et la théorie générale montre que C3* — C,
pour les bons espaces.

L’opérade Graphs,, est une opérade décrite de maniere
combinatoire par des complexes de graphes « admissibles ».
Kontsevich définit explicitement des formes différentielles
(semi-algébriques) sur FM,, pour obtenir, via intégration (il
faut vérifier la convergence) la seconde équivalence. Enfin, la
description par Cohen [4] de la cohomologie des espaces de
configurations Conf(r,R™) ~ FM,(r) comme un complexe
de foréts permet de conclure. O

Une application majeure de ce théoreme est la quan-
tification par déformation des variétés de Poisson (les va-
riétés X telles que A = C°°(X) est une algebre de Pois-
son, ou le produit est le produit des fonctions). Etant
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donné une algebre commutative A et une déformation for-
melle x : A[[R]] ® A[[h]] — A[[h]], on peut montrer que
{a,b}s == (a*b—bxa) (mod h) définit un crochet de
Poisson sur A. Le théoréme suivant combine la formalité et
la conjecture de Deligne :

Théoréme 2.5 ([20]). Pour toute variété de Poisson X
ot C*(X) =: (A, [,]), il existe une déformation formelle
canonique (A[[R]],*) de (4,-) dont les composantes sont des
opérateurs bidifférentiels, telle que {, }x» =1, |.

Récemment, Fresse et Willwacher [10] ont amélioré le
théoréme dans le cas n > 3. Ils montrent que, sous cer-
taines conditions techniques, si I’homologie d’une opérade
P est isomorphe & ’homologie de C,, (comme A-opérade de
Hopf), alors P a automatiquement le méme type d’homotopie
rationnel que C, : on dit que 'opérade C,, est « intrinseque-
ment formelle ». Du c6té algébrique, un énoncé similaire
sur les dg-opérades dont la cohomologie est isomorphe a la
cohomologie de C,, implique la formalité de C,, sur Q. La
preuve montre aussi la formalité relative des opérades C,
en codimension > 2 (i.e. I'inclusion C,, — C,, 4 est formelle
pour k > 2).

2.4 Variations sur les petits cubes

Il existe plusieurs variantes des opérades E,,. L’opérade
fD,, des petits disques da repére est une variante de 'opérade
des petits disques D,, mentionnée a la section : fDp
differe de D,, en autorisant les plongements des disques a
effectuer des rotations. Par un théoréme de [30], on peut voir
/Dy, comme un « produit semi-direct » fD,, =D,, x SO(n).
L’étude de fD,, est liée a la conjecture de Deligne cyclique
(cf. section [34] (18], 29]. L’opérade fDy est par exemple
équivalente & lopérade des cactus [I§].

L’opérade « Swiss-Cheese » de Voronov [36] est une opé-
rade colorée qui gouverne 'action d’une algebre Ey sur une
algebre E;. Comme expliqué par Hoefel [13], cette opérade
est notamment liée aux « Open-Closed Homotopy Algebras »
de Kajiura et Stasheff [I7], des types d’algébres qui appa-
raissent dans 1’étude de la quantification par déformation.
L’auteur [16] a montré que le groupoide fondamental de
Popérade Swiss-Cheese gouvernait l'action d’une catégorie
monoidale tressée (cf. section sur le centre de Drinfeld
d’une catégorie monoidale.

3 Algebres homotopiques

En général, pour une opérade quelconque P, si un objet
Y est une P-algébre et que X ~ Y, alors X n’est pas
nécessairement une P-algebre. La question est de savoir
quelles opérades vérifient cette propriété d’invariance : c’est
une idée de Boardman—Vogt pour le cadre topologique, et
de Kadeishvili pour les complexes de chaines. On peut aussi
se référer a [26] ou a [23, Chapitre 10].

En considérant un cas simple, si un espace topologique
X a le type d’homotopie d’un monoide topologique (une
algebre sur Ass ), alors X est muni d’un produit associatif
et unitaire & homotopie pres. Si ’on veut multiplier n > 3
éléments de X, il faut donc faire un choix dans le placement

des parenthéses ; on peut passer d’un choix a 'autre par des
homotopies, mais a priori le passage n’est pas canonique (il
y a plusieurs chemins différents).

Mais en fait, X a plus de structure : c’est une algebre
sur l'opérade « associative a homotopie fortement co-
hérente prés » A, et 'espace des choix de parenthésages
est contractile. La raison est que tout monoide topologique
est une algebre A, (JAs — Assy), et que tout espace
ayant le type d’homotopie d’une algeébre A, est encore une
algebre A.

Les types d’algebres homotopiques ont été définies de
maniere « ad-hoc » dans de nombreux cas : les algebres A,
(associatives), Es (commutatives), L, (Lie), etc. On a que
Ao =~ Eq, et Popérade Ey, est bien équivalente & C,(Cx).
La théorie des opérades permit de définir une construction
générale : si P est une opérade, une algebre homotopique
sur P est une algébre sur un modeéle cofibrant Qp — P,
I’analogue dans la catégorie des opérades des résolutions
projectives. Deux tels modeles sont équivalents et un objet
équivalent a une @Qp-algebre est encore une @Qp-algebre.

On dispose de la théorie des opérades de Koszul : on
peut définir pour toute opérade quadratique P (ie. munie
d’une présentation ou les relations sont quadratiques) son
opérade duale de Koszul P'. Quand lopérade est de Kos-
zul, on peut construire & partir de P' un modele cofibrant
explicite Po.

Les opérades Ass, Com, Lie et beaucoup d’autres sont de
Koszul. Leurs opérades duales respectives sont Ass' = Ass,
Com' = Lie et Lie' = Com. Par exemple, cela entraine qu'une
structure Lo, sur g est donnée par une codérivation de carré
nul sur la cogebre commutative (Lie' = Com) colibre engen-
drée par (une suspension de) g — c’était une des définition
ad-hoc des algebres L.

Théoréme 3.1 (Transfert homotopique). Les structures
P.o sont stables par équivalence homotopique : si f : V —>
W ot W est une Py -algébre, alors il existe une structure de
Poo-algébre sur V telle que [ s’étende en une oco-équivalence
de Py -algébres.

Idée de preuve. Pour démontrer le théoréme, on définit par
des formules complétement explicites la nouvelle structure
sur V, et il s’agit ensuite de vérifier explicitement que ces
formules définissent bien une structure P,, et induisent un
oco-quasi-isomorphisme. La difficulté réside aussi dans la
définition du modele cofibrant explicite P, dans la vérifi-
cation de la propriété de Koszul de chaque opérade, et dans
la description (le cas échéant) de ce qu’est une algebre Py.
On vérifie par exemple que Ay, = ASSss, Eco = Comy, et
Lo = Liey. Cela permet donc de redémontrer (avec des
arguments généraux) ce qui était déjd connu sur ces types
d’algebres. O

4 Interactions avec les petits cubes

4.1 Longs nceuds

Soit n > 2m + 2 deux entiers. On considére une gé-
néralisation Emb.(R™,R") de l'espace des longs noeuds :
c’est I'espace des plongements qui coincident avec I'inclusion
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standard R C R"™ en dehors d’'un compact. C’est un ouvert
dense de 'espace des longues immersions, et on considere la
fibre (homotopique) Emb,.(R™, R™) de 'inclusion : ¢’est 1'es-
pace des longs nceuds (de dimension supérieure) trivialisés
par des immersions.

Quand P est une opérade de Koszul, on peut appliquer
la théorie de la déformation aux morphismes d’opérades
P 25 Q. Les déformations en question sont des morphismes
Po — Q dont la « restriction » a P est du type ¢ + «. On a
alors une dg-algebre de Lie Def(P < Q) dont les éléments
de Maurer—Cartan (da + [c, o] = 0) sont en bijection avec
les déformations de P — Q.

Théoréme 4.1 ([I]). On a, pour n > 2m + 2,
C’P(Embc(Rm,R”)) ~ Def(e,, — en)-

Idée de preuve. Ce théoréme est une généralisation de théo-
rémes antérieurs de Lambrechts, Turchin et Volic (cas m =
1). Dans le cas m = 1, le complexe de droite est Def(Ass —
Ger, ), qui calcule la « cohomologie de Hochschild » de Ger,,
(analogue & celle des sections|2.2fet cf. aussi la section .
Pour m > 1, c’est Def(Ger,,, — Ger,) ot u+— p et A — 0.

— Le calcul de Goodwillie-Weiss, qui sert a appro-
cher les foncteurs « analytiques » par leur « série
de Taylor », permet de se ramener (en 'appliquant
a Emb.(—,R™)) a un calcul de complexes dérivés de
morphismes entre bimodules infinitésimaux sur E,, ;

— La formalité des opérades E,, (théoréme simplifie
I’écriture de ces espaces de morphismes dérivés, ce
qui permet ensuite de se ramener a des bimodules
infinitésimaux sur Com. Ceux-ci ont une description
simple en termes de diagrammes sur une catégorie
Q=A_;

— La théorie des opérades de Koszul (section permet
ensuite d’obtenir des modeéles cofibrants explicites
des diagrammes sur €2 ;

— Enfin, une identification explicite et la description
des opérades H,(E,) en termes d’arbres permet de
conclure. O

L’homologie de ’espace des longs nceuds est, en principe,
calculable grace aux diagrammes de cordes [35]. Ce sont des
objets combinatoires qui forment un complexe de chaines
explicite, et dont I’homologie est exactement ’homologie
de Emb.(R™,R") en codimension suffisamment grande. Le
calcul de ce complexe est cependant délicat, et le théoréeme
[1] permet de trouver de nouvelles classes d’homologie.

4.2 Groupe de Grothendieck—Teichmiiller

Une catégorie monoidale tressée (C,®, 1) est une caté-
gorie munie d’un produit tensoriel associatif et commutatif
a isomorphismes prés : a1 (A®B)®C - A® (B® ()
et y: A® B - B® A qui vérifient des conditions de co-
hérence (pentagone, hexagone) ; mais ’on ne demande pas
7% = Id (contrairement aux catégories monoidales symé-
triques). L’opérade Ep agit sur l'espace classifiant BC d’une
catégorie monoidale tressée C, et donc la complétion en
groupe de BC est équivalente & un espace de lacets doubles.

Les associateurs de Drinfeld [5] fournissent une ma-
niére « universelle » de construire des catégories monoidales
tressées. Ce sont des séries formelles en deux variables qui
vérifient certaines équations (hexagone, pentagone... les
« mémes » que les catégories monoidales tressées). On peut
aussi voir Pensemble Ass'(k) des associateurs comme les
isomorphismes entre 'opérade des tresses parenthésées com-
plétée et Popérade des diagrammes de cordes complétée (les
mémes diagrammes qu’en théorie des noeuds) — cf. Fresse

Par cette description Ass!'(k) = Iso(4, B), le groupe
de Grothendieck—Teichmiiller GT*(k) = Aut(A) agit
librement et transitivement sur Ass!'(k) : c’est un « pro-
torseur ». Ce groupe décrit (en un certain sens) comment
modifier une catégorie monoidale tressée pour récupérer une
nouvelle catégorie monoidale tressée. On peut également
définir les variantes GT'(k) et GRT (k). Le groupe GT(Q)
contient le groupe de Galois absolu Gal(Q/Q) — savoir si
I’inclusion est stricte est un probléme ouvert.

Théoréme 4.2 ([5]). L’ensemble des associateurs ration-
nels Ass'(Q) est non vide.

Idée. Drinfel’d construit explicitement un associateur en
se servant de la monodromie des équations de Knizhnik—
Zamolodchikov, des équations différentielles qui apparaissent
dans I’étude de certains modeles de la théorie quantique des
champs. Les solutions de cette équation sont a coefficients
complexes ; mais Drinfel’d utilise ensuite le fait que Ass*(C)
est un torseur sous laction de GT(Q) pour obtenir une
solution rationnelle. O

La preuve de Tamarkin de la formalité dans le cas n = 2
(théoréeme utilise ce résultat, en construisant une chaine
de quasi-isomorphismes qui passe par BU t, la construction
bar (section complétée sur 'algebre enveloppante de
t, lalgebre de Lie de Drinfel’d-Kohno (on peut voir les
associateurs de Drinfel’d comme des éléments de BU t).

Théoréme 4.3 ([37]). Le 0éme groupe de cohomologie de
Def(E; — Eg) est isomorphe a l'algébre de Lie grt du
groupe GRT.

La cohomologie en degré < 0 de ce complexe est nulle;
elle est encore inconnue en degré > 0. La conjecture de
Drinfel’d-Kontsevich dit que H'(Def(Ez — E2)) est nul.
Si elle s’avérait vraie, cela fournirait une nouvelle preuve
du théoréme [£.2] de Drinfel’d, ainsi qu'une preuve de la
formalité intrinseque des opérades Es : toute opérade dont
I’homologie est e serait automatiquement formelle (et donc
~ ey X Eg).

Grace a la formalité des opérades Ep, on sait que ce
complexe est égal & Def(Gery — Gers). Willwacher étu-
die plus généralement Def(Ger,, — Ger,,). Le calcul de la
cohomologie de ce complexe est un autre probléme ouvert.

5 Complexes bar itérés

Quand P est de Koszul, on peut définir la cohomologie
des algebres sur P en s’inspirant de la construction d’André-
Quillen, via un foncteur dérivé du foncteur des dérivations



5 Complexes bar itérés

15

pour obtenir Hy(A; M), ot A est une P-algébre et M est un
module sur A (défini de maniére analogue aux modules sur
les algebres usuelles). On a alors Hy (A; A) = H(Def(P —
Endy)). On peut définir I'homologie des P-algebres de ma-
niere duale.

Le complexe bar BA = (6D,,(XA)®",b’) d’une dg-algébre
associative A est une construction standard en algebre ho-
mologique, utilisée (entre autres) pour définir la cohomologie
de Hochschild HH*(A) = H(Hom(BA, A),b") (section |2.2}
b="b +1b"), et cette cohomologie de Hochschild est iso-
morphe a H;  (A; A). Quand A est commutative, le produit
shuffle L sur BA en fait a son tour une dg-algebre com-
mutative, et on peut itérer la construction pour avoir un
endofoncteur B™ de la catégorie des dg-algebres commuta-
tives.

Théoréme 5.1 ([§]). Le foncteur B™ s’étend aux algébres
E, et HEn(A) = H . (X""B"A) pour les algébres cofibrantes
A.

Théoréme 5.2 ([6]). Quand A est une algébre de Poisson
et M un module sur A, on peut définir deux différentielles

b et Oy sur Hom(BA, M) qui en font un bicomplexe, et on
a Hy.;(A; M) =2 H(Hom(BA, M),b+ 0y).

Poi

Dans le mémoire de master de l'auteur [I5], un com-
plexe C*(A; M) = (Hom(B"™A, M),b + 0)) qui calcule la
cohomologie Hg,, (A; M) est introduit. La définition de
ce complexe s’inspire de la définition du complexe qui cal-
cule I’homologie de Poisson, et le fait que si A est une
Ger,-algebre, alors BA est une Ger,,_i-algébre. La preuve
s’appuie aussi sur des résultats intervenant dans la preuve
du théoréme sur ’homologie des algebres E,, (se rappeler
aussi du théoreme . Ce complexe s’étend en un complexe

C*(®), pour tout morphisme d’opérades Ger,, 2, P, avec
en particulier C*(Ger,, — End4) = C*(4; A).

Théoréme 5.3. Le compleze C*(®) est quasi-isomorphe d
Def(Ger, 2, P).

L’intérét de ce complexe est qu’il dispose d’une descrip-
tion simple a I'aide d’arbres de hauteur n, et la différentielle
b est définie de maniere explicite (J) a une description plus
complexe qui passe par des idempotents eulériens). Des
calculs pourraient alors peut-étre permettre d’obtenir de
nouveaux résultats sur les questions de la section @] On peut
également penser que des techniques similaires pourraient
donner des résultats sur ’homologie de factorisation (un raf-
finement de I’homologie de Hochschild supérieure donnant
des invariants des variétés).

5.1 Exemple de calcul

Cette description de la cohomologie E,, permet de donner
une autre preuve d’un théoréme de [19, §3.4].

On considére d’abord I’algébre associative A = R[zq, ..., 2

ou deg, x; = 0 (que l'on peut voir comme & (R™)). Alors le
théoréme de [12] montre que la cohomologie de Hochschild
de A est donnée par :

S:=HH"(A;A)

gR[Ila"'axnvgla"'

) gﬂ,}?

ott deg, & = —1 (ie. & € H(A;A)). Cest une algebre
de Gerstenhaber (cf. section [2.2)), et le théoréme donne
{zi,z;} =0, {&, &} =0 et {x;,§;} = 0;; (on peut voir
& comme un champ de vecteurs sur R™, correspondant a

9/9).

Théoréme 5.4 ([19, Theorem 5]). La cohomologie Eo de S
est triviale : Hg, (5;9) =2 R concentré en degré 0.

On rappelle la forme du complexe C*(S;S) :
(Hom((B%S,b' +94),5),b" + ).

On utilise en fait ici une extension aux algebres unitaires du
complexe (donc en fait BS = @),,~(X5/15)®™). On peut
vérifier que ce complexe calcule toujours la cohomologie Ey
unitaire.

On note y; = X2x; et nj = E2§j les suspensions de x; et
&; (ie. deg, y; = 2, deg, m; = 1). Alors il est connu [8, Prop.
6.3] que l'on a un quasi-isomorphisme (R est un corps de
caractéristique nulle) :

V : Rly;,n;] — (B2S,b),

avec y; — ((z;)) et n; — ((&)) (on voit ces éléments de
B2S comme des arbres & une feuille). I induit :

@ : Hom((B2S,V'), ) — Hom(R[yi, n;], S).

On utilise la structure modele projective sur les com-
plexes de chalnes non-bornés. Le complexe S est fibrant
(comme tous les complexes) ; la différentielle de Rly;, n;] est
nulle et R est un corps, donc R[y;, 7] est cofibrant ; enfin,
le complexe (B2S,b"”) est borné inférieurement (et R est un
corps) donc il est cofibrant [14] Lemma 2.3.6]. Il s’ensuit
que ¢ = V* est un quasi-isomorphisme.

Grace a la forme explicite de b” et le fait que 'image de
V ne contient que des arbres de type « corolle », on obtient
b’V =0, d’ot b” = 0 et donc on a toujours un morphisme
de complexes :

¢ : (Hom((B*S,V),S),b")
— Hom(R[y;, 151, 5). (5.1)
On peut munir B%S d’une filtration (croissante) par le
nombre de feuilles de I'arbre, ce qui induit une filtration
décroissante sur le terme de gauche (en prenant les éléments
du Hom qui s’annulent sur la filtration précédente), et on
vérifie que b’ laisse la filtration stable alors que " augmente
strictement la filtration. De méme, on munit R[y;,n;] de
la filtration croissante par le degré polynomial, ce qui de
méme munit le terme de droite d’une filtration décroissante.
Le morphisme ¢ respecte les filtrations par construction.
Les conditions sur ¥, b” et la filtration implique que sur

nlles pages E° des suites spectrales associées, on obtient :

Hom((B2S,V),8) % Hom(R[y;, 1], S)-

Or on sait que ce ¢ est un quasi-isomorphisme, donc
on obtient un isomorphisme sur les pages E'. De plus, les
générateurs y; et 77; sont de degrés strictement positifs alors
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que les générateurs de S sont de degré négatif, donc la
filtration de droite est bornée en chaque degré (chaque
morphisme de degré homogene a un support fini). On peut
de plus scinder les complexes en considérant le poids en &
des applications (ie. les f tels que we(f(u)) = we(u) +r
pour r fixé), et la filtration de gauche devient elle aussi
bornée en chaque degré. On obtient donc que est un
quasi-isomorphisme.

On considere la suite spectrale associée au bicomplexe
(Hom(B2S, S),b,0,) ; ce qui préceéde montre que sa page E*
est isomorphe & Hom(R[y;, n;], S) muni de la différentielle
induite par dx. Un calcul montre que 94V = 0 (I'image du
crochet est incluse dans R - 1), donc @94 = 0. Il ne reste
donc qu’a déterminer J4 pour pouvoir calculer Hg, (S;.5).

Si f € Hom(R[y;, n;], S), alors en se servant de la forme
explicite de ¢ on trouve :

jijzt{f(zl...éi...zk),§3_22i}7

ol z1,..., 2 sont des mondmes (z; ou &;). En se servant de

la relation de Leibniz et de {z;,§;} = d; ;, on trouve :

{73‘%1'}

0] 0
= 5 {77 SJ} = a. -

851 al‘j

Or, vus les degrés, on obtient l'identification (tous les
morphismes de degré homogeéne ont un support fini) :

R[xnfj7nl\g/7ylv] = Hom(R[yianj]a S)v

ou deg, nY = —1 et deg, y’ = —2. Via cette identification,
on obtient, pour

p(x,€) - w(n,y) € Rlzs, &1 @ Ry, uy'],

/ Ip 9p
N(p -w)= g :I:am‘~mw—|—:ta§‘-ij.
i ¢ J

En posant (de maniere formelle) dz; =1, et d§; =y,
on reconnait le complexe de de Rham de R x Rg (C’est
une super-variété algébrique Z-graduée ; intuitivement, cette
variété est contractile). On peut identifier ce complexe final
a

<® Rx;, dz;] @ R[E;, d&;], 3) ,
=1

ou J est I'unique dérivation qui étend x; — dz;, & — d&;.

C’est un complexe de Koszul standard du type S(V)®A(V*),
qui est acyclique, donc la page E? de la suite spectrale
associée au bicomplexe est isomorphe & R en bidegré (0, 0)
et on obtient 'effondrement de la suite.

La suite spectrale du bicomplexe est une suite spectrale

cohomologique dans le premier quadrant, donc elle converge.

Elle dégénere & la page E2, et finalement on trouve :
Hg (S;5) =R (en degré 0).

Kontsevich cherche en fait a calculer le premier groupe
de cohomologie du complexe de déformations de S. Or

on a [19, §2.7] une suite exacte courte de complexes 0 —
S — Def(S) — C%,(S;S) — 0. La suite exacte longue en
cohomologie et 'acyclicité de Cg, (S;.5) montre alors que
H'(Def(S)) = S_o, les polynomes de degré 2 en &; dans S
(en d’autres termes, les champs de bivecteurs sur R™). On
retrouve ainsi le résultat de Kontsevich.
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