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Examen
Durée : 3 heures. Les notes de cours sont autorisées. Le matériel électronique est interdit.
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Exercice 1 Soit C une catégorie de modèles. Considérons un
cube commutatif comme à droite.

Supposons que la face (𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷) du fond et la face
(𝐴′, 𝐵′, 𝐶′, 𝐷′) de l’avant sont des pushouts (𝐷 = 𝐵 ∪𝐴 𝐶 et
𝐷′ = 𝐵′ ∪𝐴′ 𝐶′). Soit ℎ ∶ 𝐶 ∪𝐴 𝐴′ → 𝐶′ le morphisme induit
par la face de gauche. Montrer que si 𝑓 et ℎ sont des cofibrations,
alors 𝑔 aussi.

Exercice 2 Soit 𝐹 ∶ C → D et 𝐺 ∶ D → E deux adjoints de Quillen à gauche. Montrer que 𝐺 ∘ 𝐹 ∶ C → E
est un adjoint de Quillen à gauche. Construire une transformation naturelle entre les foncteurs dérivés
totaux 𝕃𝐺 ∘ 𝕃𝐹 ⇒ 𝕃(𝐺 ∘ 𝐹) et montrer que c’est un isomorphisme. (On utilisera des remplacements
cofibrants fonctoriels.)

Exercice 3 Soit C une catégorie de modèles et 𝑊 ∈ C un objet fixé. On note C/𝑊 la catégorie dont les
objets sont les paires (𝑌, 𝑓 ) où 𝑌 ∈ C et 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑊, et HomC/𝑊

((𝑌, 𝑓 ), (𝑍, 𝑔)) ≔ {ℎ ∶ 𝑌 → 𝑍 ∣ 𝑔 ∘ ℎ = 𝑓}.

1. Montrer que C/𝑊 est une catégorie de modèles, où ℎ ∶ (𝑌, 𝑓 ) → (𝑍, 𝑔) est une équivalence faible/fi-
bration/cofibration si c’en est une dans C. Décrire ses objets fibrants et cofibrants.

2. Soit 𝛼 ∶ 𝑊 → 𝑊′ un morphisme. Il induit un foncteur 𝛼∗ ∶ C/𝑊 → C/𝑊′ défini sur les objets par
𝛼∗(𝑌, 𝑓 ) = (𝑌, 𝛼∘𝑓 ) et sur lesmorphismes par 𝛼∗(ℎ) = ℎ. Décrire son adjoint à droite 𝛼∗ ∶ C/𝑊′ → C/𝑊.

3. Montrer que l’adjonction 𝛼∗ ⊣ 𝛼∗ est une adjonction de Quillen.
4. Supposons que C est propre à droite, c.-à-d. le pullback d’une équivalence faible le long d’une

fibration est encore une équivalence faible. Montrer que si 𝛼 ∶ 𝑊 → 𝑊′ est une équivalence faible,
alors l’adjonction 𝛼∗ ⊣ 𝛼∗ est une équivalence de Quillen.

Exercice 4 Soit 𝑅 et 𝑆 deux anneaux et 𝑀 un (𝑅, 𝑆)-bimodule, c.-à-d. 𝑀 est un 𝑅-module à gauche et
un 𝑆-module à droite qui vérifie 𝑟 ⋅ (𝑚 ⋅ 𝑠) = (𝑟 ⋅ 𝑚) ⋅ 𝑠. On définit le foncteur 𝑇𝑀 ∶ Ch≥0(𝑆) → Ch≥0(𝑅)
par (𝐶𝑖, 𝑑𝑖)𝑖≥0 ↦ (𝑀 ⊗𝑆 𝐶𝑖, id𝑀 ⊗ 𝑑𝑖)𝑖≥0 avec 𝑟 ⋅ (𝑚 ⊗ 𝑥) = (𝑟 ⋅ 𝑚) ⊗ 𝑥.

1. Montrer que 𝑇𝑀 est un adjoint à gauche et décrire son adjoint à droite. (Indice : penser à un Hom.)
2. Montrer que l’adjonction est de Quillen si l’on utilise la structure projective de Ch≥0(⋅) et que 𝑀 est

projectif comme 𝑅-module. Est-ce vrai si 𝑀 n’est pas projectif ?
3. Décrire un remplacement cofibrant du complexe de chaînes ℤ/𝑛ℤ ∈ Ch≥0(ℤ) (en degré 0).
4. On admet que 𝑇𝑀 admet un foncteur dérivé total à gauche même si 𝑀 n’est pas projectif. On note

Tor𝑆
𝑖 (𝑀, 𝑁) ≔ 𝐻𝑖(𝕃𝑇𝑀(𝑁)). Calculer Torℤ

𝑖 (𝑀, ℤ/𝑛ℤ) pour 𝑖 ∈ ℕ.

Exercice 5 On note Cat la catégorie des catégories et on admettra qu’elle est complète et cocomplète.
On dit qu’un foncteur 𝐹 ∶ C → D est une :

• équivalence faible si c’est une équivalence de catégories ;
• cofibration si 𝐹 est injectif sur les objets : ∀𝑐, 𝑐′ ∈ C, 𝐹(𝑐) = 𝐹(𝑐′) ⟹ 𝑐 = 𝑐′ ;
• fibration si c’est une isofibration : pour tout objet 𝑐 ∈ C et pour tout isomorphisme 𝑔 ∶ 𝐹(𝑐) → 𝑑, il

existe un isomorphisme 𝑓 ∶ 𝑐 → 𝑐′ tel que 𝐹(𝑐′) = 𝑑 et 𝐹(𝑓 ) = 𝑔.
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1. Soit [0] = {0} la catégorie ayant un unique objet 0 et un unique morphisme (id0). Soit I = {0 ⇆ 1}
la catégorie ayant deux objets 0 et 1 et quatre morphismes, id0, id1, 𝑓 ∶ 0 → 1, 𝑔 ∶ 1 → 0, avec
𝑓 ∘ 𝑔 = id1 et 𝑔 ∘ 𝑓 = id0. Montrer qu’un foncteur est une fibration si et seulement si il a la propriété
de relèvement à droite par rapport à [0] ↪ I (c.-à-d. c’est une cofibration acyclique génératrice).

2. Démontrer les axiomes (MC2) et (MC3) pour Cat avec cette structure de modèles.
3. On considère un carré commutatif comme à droite, où 𝐼 est une cofibration et 𝑃 une

fibration. On suppose d’abord que 𝑃 est une fibration acyclique. Montrer que 𝑃 est
surjectif sur les objets puis construire un relèvement 𝐿.

C E

D B

𝐹

𝐼 𝑃
𝐺

𝐿

4. On suppose maintenant que 𝐼 est une cofibration acyclique.
(a) Montrer qu’il existe un foncteur 𝑅 ∶ D → C tel que 𝑅 ∘ 𝐼 = idD et un isomorphisme naturel

𝛼 ∶ 𝐼 ∘ 𝑅 ⇒ idC tel que pour tout 𝑐 ∈ C, 𝛼𝐼(𝑐) = id𝐼(𝑐).
(b) Pour 𝑑 ∈ D, trouver un objet 𝐿(𝑑) ∈ E et un isomorphisme 𝛽𝑑 ∶ 𝐹(𝑅(𝑑)) → 𝐿(𝑑) tels que

𝐿𝐼(𝑐) = 𝐹(𝑐), 𝑃𝐿(𝑑) = 𝐺(𝑑), 𝑃(𝛽𝑑) = 𝐺(𝛼𝑑) et 𝛽𝐼(𝑐) = id𝐹(𝑐).
(c) Terminer de construire le foncteur 𝐿.

5. Soit 𝐹 ∶ C → D un foncteur. On note ℙ𝐹 la catégorie dont les objets sont les triplets (𝑐, 𝛼, 𝑑) où 𝑐 ∈ C,
𝑑 ∈ D et 𝛼 ∶ 𝐹(𝑐) → 𝑑 est un isomorphisme; Homℙ𝐹

((𝑐, 𝛼, 𝑑), (𝑐′, 𝛼′, 𝑑′)) = HomC(𝑐, 𝑐′). Construire
un foncteur 𝐼 ∶ C → ℙ𝐹 et montrer que c’est une cofibration acyclique. Construire également un
foncteur 𝑃 ∶ ℙ𝐹 → D tel que 𝐹 = 𝑃 ∘ 𝐼 et montrer que 𝑃 est une fibration.

6. Soit 𝐹 ∶ C → D un foncteur. En s’inspirant de la question précédente, construire un «objet cylindre»
pour factoriser 𝐹 sous la forme C ↪ ⋅ ∼−→→ D.

7. Quelles catégories sont (co)fibrantes? Quand deux foncteurs sont-ils homotopes à gauche/droite?
8. Trouver un ensemble de cofibrations génératrices, c.-à-d. un ensemble ℐ tel que ℐ⟂ = 𝒲 ∩ ℱ

(s’inspirer de la question 1). Montrer que [0] et que les sources des foncteurs de ℐ sont petits.

Exercice 6 Pour 𝐴•, 𝐵• ∈ 𝑠Ab, le produit tensoriel est (𝐴 ⊗ 𝐵)𝑘 = 𝐴𝑘 ⊗ 𝐵𝑘 avec 𝑑𝑖 = 𝑑𝑖 ⊗ 𝑑𝑖 et 𝑠𝑗 = 𝑠𝑗 ⊗ 𝑠𝑗.
Le complexe normalisé 𝑁∗𝐴 est par 𝑁𝑘𝐴 = 𝐴𝑘/(⋃𝑘−1

𝑗=0 𝑠𝑗(𝐴𝑘−1)) et 𝑑 = ∑𝑘
𝑖=0(−1)𝑖𝑑𝑖 ∶ 𝑁𝑘𝐴 → 𝑁𝑘−1𝐴.

Pour 𝐶, 𝐷 ∈ Ch≥0(ℤ), on a (𝐶 ⊗ 𝐷)𝑛 = ⨁𝑝+𝑞=𝑛 𝐶𝑝 ⊗ 𝐷𝑞 et 𝑑(𝑥 ⊗ 𝑦) = 𝑑𝑥 ⊗ 𝑦 + (−1)deg𝑥𝑥 ⊗ 𝑑𝑦.

1. Soit 𝐴•, 𝐵• ∈ 𝑠Ab. Pour 𝑎 ∈ 𝐴𝑛 et 𝑏 ∈ 𝐵𝑛, on pose

𝑎 △ 𝑏 ≔ ∑
𝑝+𝑞=𝑛

(𝑑𝑛−𝑝+1𝑑𝑛−𝑝+2 … 𝑑𝑛(𝑎)) ⊗ (𝑑0 … 𝑑0⏟
𝑛−𝑞 fois

(𝑏)) ∈ ⨁
𝑝+𝑞=𝑛

𝐴𝑝 ⊗ 𝐵𝑞.

Vérifier que △ ∶ 𝑁∗(𝐴 ⊗ 𝐵) → 𝑁∗𝐴 ⊗ 𝑁∗𝐵 est compatible avec la différentielle et le quotient.
2. Soit Sh𝑝,𝑞 = {𝜎 ∈ 𝔖𝑝+𝑞 ∣ 𝜎(1) < ⋯ < 𝜎(𝑝) et 𝜎(𝑝 + 1) < ⋯ < 𝜎(𝑝 + 𝑞)}. Par exemple Sh2,1 =

{(1, 2, 3), (1, 3, 2), (3, 1, 2)}. On définit ∶ 𝑁∗𝐴 ⊗ 𝑁∗𝐵 → 𝑁∗(𝐴 ⊗ 𝐵) en posant, pour 𝑎 ∈ 𝐴𝑝 et 𝑏 ∈ 𝐵𝑞 :

𝑎 △𝑏 ≔ ∑
𝜎∈Sh𝑝,𝑞

𝜀(𝜎) ⋅ 𝑠𝜎(𝑝)𝑠𝜎(𝑝−1) … 𝑠𝜎(1)(𝑎) ⊗ 𝑠𝜎(𝑝+𝑞)𝑠𝜎(𝑝+𝑞−1) … 𝑠𝜎(𝑝+1)(𝑏) ∈ 𝐴𝑛 ⊗ 𝐵𝑛.

Vérifier que △est compatible avec la différentielle et le quotient, associatif (𝑎 △(𝑏 △𝑐) = (𝑎 △𝑏) △𝑐),
et gradué commutatif (𝑏 △𝑎 = (−1)deg 𝑏⋅deg 𝑎𝑎 △𝑏).

3. Montrer que △ ∘ △est l’identité.
4. Décrire les simplexes non-dégénérés de (Δ𝑝 × Δ𝑞)𝑝+𝑞 en termes de Sh𝑝,𝑞.
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